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概 要
Conley 指数と transition matrix の理論は連続力学系においてさまざまな応用を見い出し

ている. 本論文では離散半力学系での transition matrix を構成し, その応用として homo-
clinic/heteroclinic接触の発生が Conley指数によりとらえられることを示す.

1 序

本論文では離散力学系における分岐現象を Conley指数という位相幾何学的手法により研究する.
力学系理論とは, 微分方程式や差分方程式により数学的に表現された現象の時間発展を解析する,
もしくはその手法を研究する分野である. 本論文で扱う離散力学系の場合ならば , f : X → Xが与

えられた時に状態 x ∈ X の時間 n ∈ Z後の状態が fn(x)であると思う. 力学系の理論はその名の
通り力学における成功を手本に発展してきたが, 現在では物理学の枠を越えて幅広く用いられてい
る. コンピュータによる数値解析の発達とともに広く認識されるようになったカオスと呼ばれる現
象も, 数学的には力学系の理論により研究されている. 力学系の研究には様々な側面があるが, 本論
文において問題にするのは力学系の摂動による変化, すなわち分岐現象である. 分岐とはパラメー
タの変化により X の点の f による軌道たちのなす位相構造が変化することを指すが, カオス的な
力学系が単純な力学系からどのように分岐して発生するかなど重要な問題も多い.
このような研究に位相幾何学的手法を提供するのが Conley指数の理論である. Conley指数理論

では, Morse理論においてMorse関数の非退化臨界点にMorse指数を与えたように, 力学系の孤立
不変集合に対して位相幾何学的な指数を対応させる. Conley指数は, Charles Conley本人とその
共同研究者たちにより 1970年代にまず連続力学系に対して定義された. その後, 80年代末ごろよ
り離散力学系の場合での定義が Robbin-Salamon [23], またそれとは独立に Mrozek [14] によりな
されたが, 90年代の後半になって Szymczak [27]によるカテゴリー論的方法等でこれらの理論に対
する統一的な見方が与えられた.
局所的な量であるMorse指数から多様体の大域的な情報が得られたように, 孤立不変集合 Sが

Morse成分と呼ばれる孤立不変部分集合たちとその間を結ぶ connecting orbitに分解されている
ときに, S の Conley指数と Morse成分たちの Conley指数を関係づけるのが connection matrix
である. connection matrixの理論は連続力学系について Franzosa [6]により 90年ごろまでに与
えられていたが, その後 Richeson [20, 21]が前記 Szymczakらの結果をふまえ, 離散力学系の場合
に connection matrix pairとして定義している. connection matrixによって代数的な議論により
Morse成分の間の connecting orbitの存在を示すことができるが, このような方法で存在の示せる
connectionは摂動に対して安定であることが Conley指数の安定性からわかる.
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それに対し ,分岐現象により生じる不安定な connectionを Conley指数でとらえようとする試み
が連続力学系において Reineck [19]によってなされた. その後, McCord-Mischaikow [11]がこの結
果を整理し singular transition matrixとして定式化している.
本論文では前記Richesonの仕事を発展させ, Reineckの議論を離散力学系で再構成することによ

り, 離散力学系に対しても singular transition matrix pairを定義できることを示す. その上でその
理論を応用し , homoclinic/heteroclinic接触の存在を Conley指数の情報から示すことができるこ
とを見る. ここで問題になるのは, Conley指数は C0位相での摂動で安定なので安定多様体と不安

定多様体の接触という可微分構造についての情報はそれ自身では持っていないということである.
そこで Conley指数を用いて微分に関する議論をするために, もとの力学系の可微分構造から導か
れる射影バンドルを導入し , その上で singular transition matrix pair を用いた解析を行なうこと
により, Conley指数と homoclinic/heteroclinic接触の問題を関係づける.
本論文の構成は次のようになっている. §2, §3は, Conley指数および Morse分解の filtrationに,

§4は connection matrixにあてられている. これらの節は Franks-Richeson [5]および Richeson
[20, 21] の結果を整理したものであり, 省略した証明はこれらの論文にある. 本論文の主要部は §5,
§6で, それぞれ transition matrix pairの構成, その homoclinic/heteroclinic接触の問題への応用
を議論している.
最後にこの論文の作成にあたり多岐にわたり指導してくださった国府寛司先生, 四回生ゼミ以来

いろいろとご心配をおかけした河野明先生, 原田雅名先生への感謝を述べて序の結びとする.

2 離散Conley指数

2.1 ホモトピーConley指数

本論文では, 局所コンパクト距離空間 X とその上の連続写像 f : X → X のなす離散半力学系

(discrete semidynamical system)を扱う. X の部分集合 Y の内部, 閉包, 境界をそれぞれ intY ,
clY , ∂Y と書くことにする. また, ∅ は任意の位相空間のコンパクト部分集合であると約束する.
まずいくつか基本的な定義をしよう. x ∈ X を通る完全軌道とは, 写像 σ : Z → X であって

σ(0) = xかつ任意の k ∈ Zで f(σ(k)) = σ(k + 1) となるもののことを言う. いま f は可逆とは限

らないので, x ∈ X に対し完全軌道は複数存在することも 1つもないこともある. N ⊂ Xに対し ,

Inv(N, f) := {x ∈ X | x を通る完全軌道 σ で σ(Z) ⊂ N となるものが存在する }

とおく. また, 正負両方向について長さ mの軌道を N 内に持つ点を Invm(N, f)と書く. この集
合は

Invm(N, f) = {fm(y) | f0(y), . . . , f2m(y) ∈ N}

と書ける. N がコンパクトならば次の自然な命題が成り立つ.

命題 2.1. N ⊂ Xをコンパクト集合とすると,

Inv(N, f) =
∞⋂

m=0

Invm(N, f).

定義 2.2. Xのコンパクト部分集合N は Inv(N, f) ⊂ intN が成立するとき孤立近傍という. この
とき S := Inv(N, f)をNが孤立させる孤立不変集合といい, またNは Sの孤立近傍であるという.
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S = Inv(N, f)が コンパクトであること, および f 不変, すなわち f(S) = S であることが容易

に示せる. さらに, 孤立近傍であるという性質は安定である. このことは命題として次のように述
べられる.

命題 2.3. N が f に対して孤立近傍であるとする. このとき C0 位相における f のある近傍 U が
存在して, 任意の g ∈ U に対し N は孤立近傍である.

孤立近傍が与えられた時, それが孤立させる孤立不変集合の近くにおける力学系の様子をうまく
切り取ることを考えよう. まずN− := {x ∈ N | f(x) /∈ N}とおいて, Nの exit setと呼ぶことにす
る. 連続力学系の Conley指数理論における index pairと対応する概念をここでは Franks-Richeson
[5]に従い次のように定義する.

定義 2.4. 孤立不変集合 S の filtration pair とは cl(int(N)) = N , cl(int(L)) = Lを満たすコンパ

クト集合の対 P = (N, L) であって, 次の条件が成り立つもののことをいう.

(1) cl(N \ L) は S の孤立近傍となる.

(2) N において, L は N− の近傍である.

(3) f(L) ∩ cl(N \ L) = ∅.

定理 2.5. 任意の孤立不変集合に対し, その filtration pair が存在する. さらに強く, 任意の S の

近傍 V に対し V に含まれる filtration pair (N,L)と, C0位相における f の近傍 U が存在して, 任
意の g ∈ U に対し (N, L)が filtration pairとなる.

位相空間対 N ⊃ Lから Lを 1点 ∗につぶして得られる基点付き位相空間 ((N \ L) q {∗}, {∗})
を (N/L, [L])と表わす. また, 基点付き位相空間と基点を保つ連続写像のなす圏を Top∗, 基点付き
位相空間と基点を保つ連続写像のホモトピー類のなす圏を HTop∗と書く. このとき (N/L, [L])は
Top∗の対象である.
連続力学系の場合には, (N/L, [L])のホモトピー型が index pairのとり方によらないことがわか

り (Conley [2], Salamon[25]を参照), それをもってホモトピー Conley指数と定義することができ
た. ところが離散力学系においてはこれは成立しない.
平面上の鞍点を例にして連続と離散の違いを見よう. 図 1の左側において長方形全体をN ,点を打

たれた領域を Lとし , (N/L, [L])を考える. 連続力学系の場合には鞍点の任意の index pair (N ′, L′)
を取ったとき, 力学系の流れに沿うホモトピーにより (N ′/L′, [L′])は (N/L, [L])とホモトピー同値
になる. ところが離散力学系においては, 図 1の右のように離れ小島M を加えた (N ∪M,L)とい
う対も filtration pair の定義をみたしてしまう. (N/L, [L])は円周 S1とホモトピー同値であるが

((N ∪M)/L, [L])は S1と一点の和になり, よって (N/L, [L])と ((N ∪M)/L, [L])はホモトピー同
値ではない. また, コホモロジーを取ってみても, H0((N ∪M)/L, [L]) � H0(N/L, [L])であり, 等
しくならない. よって離散力学系の場合には一般に filtration pairの商空間のホモトピー型やコホ
モロジー群は filtration pair の取り方に依存してしまう.
この問題を克服するために, (N/L, [L])上に次のように写像 fP を導入する. p : N → N/Lを射

影とし , pによって N \ L と (N/L) \ [L]を同一視する. filtration pairの定義における条件 (2)よ
り x ∈ N \ L ならば f(x) ∈ N であることに注意し ,

fP (x) :=





p(f(x)), x 6= [L]

[L], x = [L]

と定義する.
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M

f(M)

図 1: 鞍点の filtration pair, 離散の場合は右図も許されることから問題が生じる.

定理 2.6. fP : (N/L, [L]) → (N/L, [L])は連続であり, f−1
P ([L])は [L]の近傍となる.

これにより, Top∗の対象 (N/L, [L])と Top∗の射 fP が得られた. この 2つを対として考えるた
めの枠組みを一般のカテゴリーにおいて構成しよう.
カテゴリー Cに対し , 新たなカテゴリー End(C)を, 対象は Cの対象 Aと Cの射 a : A → Aの対

(A, a)であり, (A, a)から (B, b)への射とは C での射 φ : A → Bであって, φ ◦ a = b ◦ φ をみた

すものと定義する. また Aut(C)を, 対象を a : A → Aが同型射であるような対 (A, a) に制限した
End(C)の充満部分圏とする.
このように定義すると, ((N/L, [L]), fP )は End(Top∗)の対象と見ることができる. 次に, filtration

pairの取り方による違いを吸収するために End(Top∗)の上に同値関係を入れることを考えよう. こ
れも一般のカテゴリーにおいて定義する.

定義 2.7. Cをカテゴリーとする. End(C) の対象 (A, a) と (B, b)が shift同値であるとは, End(C)
の射 r : (A, a) → (B, b) と s : (B, b) → (A, a)が存在して (すなわち次の図が可換であり),

A
a−−−−→ A

r

y r

y
B

b−−−−→ B

A
a−−−−→ A

s

x s

x
B

b−−−−→ B

ある m ∈ Z , m ≥ 1 に対し C の射として r ◦ s = bm と s ◦ r = amが成立することをいう.

注意 2.8. 上の定義では C の射として r ◦ s = bm と s ◦ r = amが成立することを条件としたが, a

と b は

A
a−−−−→ A

a

y a

y
A

a−−−−→ A

B
b−−−−→ B

b

y b

y
B

b−−−−→ B

が可換なので End(C) の射と思うこともでき, End(C) の射としても r ◦ s = bm と s ◦ r = am が成

り立つ.
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注意 2.9. End(C)の対象として同型なら shift同値である. すなわち,ある同型射 h : A → Bがあっ

て h ◦ a = b ◦hであるならば, r = b ◦h, s = h−1 とおくことにより r ◦ s = b, s ◦ r = h−1 ◦ b ◦h = a

となり, m = 1 として shift同値である. また (A, a) と (B, b)が shift同値の時, a, bが同型射なら

ば r, s も同型射であり, h = r ◦ f−m とおくことで同型になっている.

この shift同値は実際に同値関係となることが容易にわかり, 次の定理が成立する.

定理 2.10. P = (N,L)と P ′ = (N ′, L′)が Sの filtration pairならば, (N/L, fP )と (N ′/L′, fP ′)
は shift同値である.

定理 2.10 により次の定義が filtration pairの取り方によらない意味を持つ.

定義 2.11. S を f の孤立不変集合とする. S のホモトピー Conley指数 hf (S) とは, P = (N, L)
を Sの filtration pairとして, (N/L, fP )の End(HTop∗) での shift同値類のこととする.

もちろん End(Top∗)の shift同値類と定義しても well-definedであるが, ホモトピー類の方が扱
いやすいのでこのように定義している.

Conley指数の簡単だが重要な性質として, Ważewski Propertyがある. HTop∗において, (∗, ∗)
とその上の定値写像 (のホモトピー同値類)を 0と書くことにしよう.

命題 2.12 (Ważewski Property). N を孤立近傍とする. hf (Inv(N, f))が 0と shift同値でな
いならば, Inv(N, f) 6= ∅である.

証明. 対偶を示す. 孤立不変集合 ∅の filtration pairとして P = (∅, ∅)を取る. ∅/∅ = ((∅ \ ∅) q
{∗}, {∗}) = ({∗}, {∗})であり, その上に導かれる fP は, 定値写像に他ならない. よって hf (∅)は 0
の shift同値類となる.

Conley指数の応用において重要な役割をはたすのが, 次の性質である.

命題 2.13 (ホモトピー Conley指数のホモトピー不変性). Λ ⊂ R をコンパクト区間とし, F :
Λ×X → Xが連続であるとする. このとき, 任意の λ ∈ Λ で N が fλ = F (λ, ·) : X → X に対し

て孤立近傍であるならば, hfλ
(Inv(N, fλ)) は λによらない.

N がこの命題の仮定をみたすとき, 孤立不変集合の族 Sλ = Inv(N, fλ)はパラメータ空間 Λ 上

に連続する, という. この命題 2.13は次より従う.

命題 2.14 (ホモトピー Conley指数の安定性). Nが fに対する孤立近傍であるとする. のとき f

の C0位相での近傍 Uが存在し, 任意の g ∈ UでNは gに対する孤立近傍であり, hf (Inv(N, f)) =
hg(Inv(N, g))が成立する.

次は 2つの孤立不変集合の和に対してホモトピーConley指数がどうふるまうかを見よう. ((A/B, [B]), ϕ)
と ((A′/B′, [B′]), ϕ′)を End(HTop∗) の対象とするとき

[((A/B, [B]), ϕ)] ∨ [((A′/B′, [B′]), ϕ′)] := [((A/B, [B]), ϕ) ∨ ((A′/B′, [B′]), ϕ′)]

と定義すると, これは shift同値類の代表の取りかたによらず, よって End(HTop∗) の shift同値類
に対してウェッジ和の構造が入ることがわかる.

命題 2.15 (ホモトピー Conley指数の加法性). S1 , S2が交わらない孤立不変集合ならば,

h(S1 ∪ S2) = h(S1) ∨ h(S2).
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証明. Siが閉集合であることから Ui という Si の開近傍で互いに交わらないものがとれる. 定
理 2.5 より Si の filtration pair Pi = (Ni, Li)で, Ni ⊂ Ui ∩ f−1(Ui) をみたすものがとれる.
N = N1 ∪ N2 , L = L1 ∪ L2 とおく. このとき P = (N,L)は S1 ∪ S2 の filtration pairであり,
((N/L, [L]), fP ) = ((N1/L1, [L1]), fP1) ∨ ((N2/L2, [L2]), fP2) となるので命題が示された.

また, Conley指数は位相共役な力学系に対しては同じ値をとる. ここで, f : X → X と g : Y → Y

が ϕ : X → Y により位相共役であるとは ϕが同相写像で, ϕ ◦ f = g ◦ ϕ となることをいう.

命題 2.16 (ホモトピー Conley指数の可換性). f : X → X と g : Y → Y が ϕ : X → Y により

位相共役であるとする. このとき S ⊂ Xが孤立不変集合ならば ϕ(S) ⊂ Y も孤立不変集合であり,
hf (S) = hg(ϕ(S))が成り立つ.

証明. P = (N, L) を S の filtration pair とすると, P ′ = (ϕ(N), ϕ(L))が ϕ(S) の filtration pair
になることが容易に示せる. ϕ′ : (N/L, [L]) → (ϕ(N)/ϕ(L), [ϕ(L)])を ϕから導かれる同相写像と

すると,

(N/L, [L])
fP−−−−→ (N/L, [L])

ϕ′
y ϕ′

y
(ϕ(N)/ϕ(L), [ϕ(L)])

gP ′−−−−→ (ϕ(N)/ϕ(L), [ϕ(L)])

が可換になる. 注意 2.9により ((N/L, [L]), fP )と (ϕ(N)/ϕ(L), [ϕ(L)])は shift同値であり,よって

hf (S) = [((N/L, [L]), fP )] = [(ϕ(N)/ϕ(L), [ϕ(L)])] = hg(ϕ(S)).

2.2 コホモロジーConley指数

ホモトピー Conley指数を構成しその性質を見て来たが,この指数はホモトピー類の shift同値類
というこみいった形であることから, 具体的な問題に応用しにくい場合がある. そこでホモトピー
Conley指数になんらかの関手を作用させ, いくらか情報を落としてでも使いやすい形にすること
をこれから考える. ベクトル空間と線型写像のカテゴリーを V, 次数付きベクトル空間と次数付き
線型写像のカテゴリーを GV, ベクトル空間のコチェイン複体とコチェイン写像のカテゴリーを δV

とする.
まず, ホモトピー Conley指数にコホモロジー関手 H∗を作用させると, shift同値関係は任意の
関手で保たれるので End(GV) の shift同値類が得られる (本論文では簡単のためコホモロジーを体
係数でとる). これで多少は見やすくなったが, やはり shift同値類でなく通常の同値類に値をとる
ようにしたい.
そのために, ある関手が正則であるという概念を定義する (Mrozek [17]参照 ). C をカテゴリー,

D を End(C) の充満部分圏とする. F : D → Aut(C)を関手とする. (A, a) を D の対象とすると
F (A, a)は Aut(C) の対象であり, これを F (A, a) = (A′, a′)とおくと a′は定義より A′の自己同型

射である. 一方, a : A → Aは End(C)における射 a : (A, a) → (A, a)と見ることもできるが, D を
充満部分圏としたので a は D における射でもあり, よって関手 F により Aut(C) の射 F (a) に変
換される. このとき一般に射 F (a)と a′ は等しくない. また F (a)が自己同型であるともいえない.
そういった不都合のない関手を次のように定義する.
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定義 2.17. F : D → Aut(C)が正則関手であるとは, 任意の Dの対象 (A, a)に対し Aut(C)の対象
F (A, a)に含まれる自己同型と, Autの射 F (a)が一致することをいう.

このように定義した正則関手に対しては次が成立する.

命題 2.18. F : D → Aut(C)を正則関手とする. D の対象 (A, a)と (B, b)が shift 同値ならば,
F (A, a) ∼= F (B, b).

証明. F (A, a) = (A′, a′) , F (B, b) = (B′, b′)とおく. Fが正則なので, Aut(C)の射としてF (a) = a′,
F (b) = b′となっている. 特に, F (a), F (b) は同型射である. 仮定より (A, a)と (B, b)が shift同値
なので, 注意 2.8 よりあるm ∈ Zがあって, End(C)の射として r ◦ s = bm と s ◦ r = amが成り立

つ. この等式に F を作用させると, F (r) ◦ F (s) = F (b)m, F (s) ◦ F (r) = F (a)m となるが, F (a) ,
F (b)が同型射なので F (r), F (s)も同型射である. すなわち (A′, a′) と (B′, b′)は F (r), F (s)によ
り shift同値であり, このとき注意 2.9で見たように (A′, a′)と (B′, b′)は同型な対象である.

我々はこれから正則関手として, 帰納的極限を用いる. すなわち (V, ϕ) を End(V) の対象とした
とき, Vk = V , ϕkl = ϕk−l とおいて,

V1
ϕ−−−−→ V2

ϕ−−−−→ V3
ϕ−−−−→ · · ·

を帰納系と見る. 具体的に書いてみよう. ik : Vk → ⊕
n≥1 Vn を直和への標準的単射とする.

{ik ◦ ϕkl(xl)− il(xl)}で生成される部分ベクトル空間を Ṽ とすると,

lim−→Vn =
⊕

n≥1

Vn

/
Ṽ

であった. ik と Ṽ で割る射影の合成を ϕ̃k : Vk → lim−→Vn と書くことにする. k ≥ l のとき,
ϕ̃k ◦ ϕkl = ϕl が成り立つことがわかる. このとき, 任意の kで

Vk
ϕ̃k−−−−→ lim−→Vn

ϕ

y
ylim−→ϕ

Vk
ϕ̃k−−−−→ lim−→Vn

が可換になるような lim−→ϕが一意に存在する. また, a : (V, ϕ) → (W,ψ)を End(V) の射としたと
き, 同様に

Vk
ϕ̃k−−−−→ lim−→Vn

a

y
ylim−→ a

Wk
ψ̃k−−−−→ lim−→Wn

が可換になるような lim−→ aが一意に存在する.

このように構成した (V, ϕ)に (lim−→V, lim−→ϕ) を対応させ, 射 aに lim−→ aを対応させる帰納的極限

関手が, Aut(V) への正則関手であることを示そう. lim−→ϕ が同型であることを言えば, 正則性は作
り方より明らかである.
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これを示すために, lim−→Vnの任意の元 αはある k があって xk ∈ Vk により α = ϕ̃k(xk) と表わ
されることを見よう. このことは, 定義より α =

∑
ϕ̃n(xn)という有限和 (xn ∈ Vn)で書けるので,

有限和に現れる nたちより大きい kをとると,

α =
∑

n

ϕ̃n(xn) =
∑

n

ϕ̃k ◦ ϕkn(xn) = ϕ̃k

(∑
n

ϕkn(xn)
)

となることからわかる.
次に lim−→ϕが単射であることを示す. 任意の ϕ̃k(xk) ∈ lim−→Vn をとり, lim−→ϕ(ϕ̃k(xk)) = 0としよ
う. 0 = lim−→ϕ(ϕ̃k(xk)) = ϕ̃k(ϕ(xk)) より ik ◦ ϕ(xk) ∈ Ṽ なので, 有限和で

ik ◦ ϕ(xk) =
∑

(il ◦ ϕlm(xm)− im(xm))

と書ける. 今, 任意の j ≥ 1で Vj = Vj+1なので, 右辺において xm ∈ Vm+1と見なす. 左辺におい
ては ϕ(xk) ∈ Vk+1と見る. ϕlm = ϕ(l+1)(m+1) = ϕl−mなので左右両辺において 1つ次数を上げた
等式

ik+1 ◦ ϕ(xk) =
∑

(il+1 ◦ ϕ(l+1)(m+1)(xm)− im+1(xm))

が成り立つ. よって, ik+1 ◦ ϕ(xk) ∈ Ṽ であり, すなわち ϕ̃k(xk) = ϕ̃k+1 ◦ ϕ(xk) = 0である. よっ
て lim−→ϕは単射.
次に lim−→ϕが全射であることを示す. lim−→Vnの任意の元 α = ϕ̃k(xk)をとってくる. xk ∈ Vk = Vk+1

なので xk ∈ Vk+1と思う. このとき β = ϕ̃k+1(xk)とおくと, lim−→ϕ(β) = ϕ̃k+1(ϕ(xk)) = ϕ̃k(xk) =
α となるので全射.
以上により, 帰納的極限が正則関手 End(V) → Aut(V) であることがわかった. この関手を Lで

表し ,

L(V, ϕ) = (lim−→Vn, lim−→ϕ)

と書くことにする. この関手は, 後の議論で必要になる完全性を持っているのだが, 具体的な例に
おいてこのままでは計算しにくい. そこで, 有限次元のベクトル空間上では帰納的極限と一致する,
より簡単な Leray関手を導入しよう.

(V, ϕ) を End(V) の対象であって, V は有限次元とする. このとき,

gker(ϕ) :=
⋃
n>0

ϕ−n(0)

とおく. ϕ(gkerϕ) ⊂ gkerϕなので, まず (V, ϕ)から,

V ′ = V/ gkerϕ, ϕ′ : V ′ 3 [x] 7→ [ϕ(x)] ∈ V ′

とおいて新たな End(V)の対象 (V ′, ϕ′) を作ることができる.
また, (V, ϕ)から (W,ψ)への射 aをとると, x ∈ gker(ϕ)ならば, ある n > 0があって ϕn(x) = 0

より, a(ϕn(x)) = ψn(a(x)) = 0 となる. よって a′ : V ′ 3 [x] 7→ [a(x)] ∈ W ′ と定義することで

(V ′, ϕ′) から (W ′, ψ′) への射が得られた. このように定義された End(V)からそれ自身への関手を
L′と書くことにする. すなわち,

L′(V, ϕ) := (V ′, ϕ′), L′(a) := a′.
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ここで, ϕ′は単射準同型である. なぜなら, [ϕ(x)] = 0ならば ϕ(x) ∈ gkerϕ であり, ある n > 0が
あって, ϕn(ϕ(x)) = ϕn+1(x) = 0となり, [x] = 0. 従って, もしも V ′ = V/ gkerϕが有限次元なら

ϕ′は同型になり, (V ′, ϕ′)は Aut(V) の対象である. また, L′が正則関手であることは作り方より明

らか.
この構成により, 有限次元ベクトル空間とその上の自己準同型のなす End(V)の充満部分圏を

End0(V) と書くことにすると, 正則関手 L′ : End0(V) → Aut(V) が得られた. End0(V)上で帰納的
極限 Lと L′が一致することは, 帰納的極限の普遍性に注意すると容易にわかる.

(V, ϕ)を End0(V)の対象とすると, gkerϕは固有値 0の一般固有空間なので, L(V, ϕ)は 0以外の
固有値の一般固有空間と, その上に ϕから導かれる線型同型の組となり簡単に求めることができる.

注意 2.19. このように Lを End(V)上で定義したが,次数付きベクトル空間で考えて L : End(GV) →
Aut(GV) と見ることもできる. また, δ ◦ δ = 0 ならば L(δ) ◦ L(δ) = 0 であることより, Lはコバ

ウンダリ写像をコバウンダリ写像に写し , 関手性よりコチェイン写像をコチェイン写像に写すので,
L : End(δV) → Aut(δV) と思える.

さて, ホモトピー Conley指数に H∗ を作用させることで End(V) の shift同値類が得られること
はすでに述べた. よって, これに L : End(δV) → Aut(δV) をさらに作用させると, 命題 2.18により
Aut(δV) の同値類になる. すなわちベクトル空間とその上の自己同型が, 同型を除いて一意に決ま
ることになる. これを新たな Conley指数としよう.

定義 2.20. 孤立不変集合 Sに対し , その filtration pairP = (N, L)をとり,

Con∗(S, f) := L(H∗(N/L, [L]), f∗P )

と定義する. これをコホモロジー Conley指数という.

ベクトル空間とその上の同型を区別するときは,

(CH∗(S, f), χ∗(S, f)) := L(H∗(N/L, [L]), f∗P )

と書くことにする. 本論文においては以後このコホモロジー Conley指数を用いるが, これまでの
構成から明かなようにホモロジー関手 H∗ , ホモトピー関手 πn などにより Conley指数を構成す
ることも出来る.

コホモロジー Conley指数に対してもホモトピー Conley指数と同様の性質が成立する. 特に, 基
点付き位相空間のウェッジ和のコホモロジー群はそれぞれの空間のコホモロジー群の直和なので,
命題 2.15及び帰納的極限, Leray関手が直和を保つことから次が成立する.

命題 2.21 (コホモロジー Conley指数の加法性). S1, S2が交わらない孤立不変集合ならば,

Con∗(S1 ∪ S2, f) ∼= Con∗(S1, f)⊕ Con∗(S2, f).

Conley指数を実際に計算する時には, Conley指数のホモトピー不変性により簡単な写像での計算
に帰着することがよく行なわれる. 双曲型不動点を例にそれを見てみよう. 簡単のため f : Rn → Rn

で証明するが, 一般の多様体の場合も同様である. また, コホモロジーの係数を Fで表わす.

命題 2.22. 0 ∈ Rnが C1 級微分同相写像 f : Rn → Rn の双曲型不動点であり, kを df0の固有値

で絶対値が 1より大きいものの数, lを df0の実固有値で −1より小さいものの数とする. このとき,

Conk({0}, f) =





(0, 0), i 6= k

(F, (−1)l), i = k
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となる.

証明. (Mrozek-Mischaikow [12], Theorem 3.33 参照) 最初に fが線型同型A : Rn → Rnである場

合を考える. Aの固有値を絶対値が 1より大きいものと小さいものに分け, それに対応する Rnの

分解を Rn = U ⊕ V とする. この分解によって Aは

A =

(
B 0
0 C

)

と表わされる. まず Aの固有値は重複を持たないと仮定すると, 適当な基底により Aは対角線上に

実固有値 µj と複素固有値 rj exp(−iϕj) , rj exp(iϕj)に対応する 2× 2行列
(

rj cosϕj rj sin ϕj

−rj sin ϕj rj cos ϕj

)

が並んだ行列により表現される. この表現をより簡単なものに変形するホモトピーを作ろう.

h(u, t) := tu + (1− t) · sgn(u) · exp(sgn(|u| − 1) · ln 2)

という関数を考える. 行列Atを対角線上に並ぶブロックは Aと同様の形であり, 実固有値 µj に対

応するブロックは h(µj , t)で, 複素固有値 rj exp(−iϕj), rj exp(iϕj)に対応するブロックは

h(rj , t)

(
cos tϕj sin tϕj

− sin tϕj cos tϕj

)

で置き換えたものとする. A0の固有値は−2が l個, 2が k−l個で残りのn−k個は 1/2もしくは −1/2
になっている. すなわち,このホモトピーによりAの回転部分は消され,固有値の大きさもそろえられ
ている. 原点の周りの δ閉球をB(δ)とすると,このホモトピーによりB(δ)が {0}の孤立近傍である
という性質が保たれるので, Conley指数のホモトピー不変性により Con∗({0}, A) = Con∗({0}, A0)
である. この A0に対して

N := {(x, y) ∈ U ⊕ V | ‖x‖ ≤ 2, ‖y‖ ≤ 1},
L := {(x, y) ∈ N | ‖x‖ ≥ 1}

とおくと {0}の filtration pair になり, 簡単な考察により

Conk({0}, A0) =





(0, 0), i 6= k

(F, (−1)l), i = k

がわかる. Aの固有値が重複を持つ場合は, その重複をずらすホモトピーにより今の場合に帰着さ
れる.
さて次に線型とは限らない一般の f の場合を考える. A = df0 とおこう. f は C1 級なので

f(x) = Ax + r(x) と表わすと r(x) = o(‖x‖)である. f と Aを結ぶホモトピーを λ ∈ [0, 1]に
対して fλ(x) := Ax + λr(x)とする. 各 fλ に対して Hartman-Grobman の定理を用いると, λ

に対応してある δ(λ) > 0 があって, B(δ(λ))が fλ に対する孤立近傍になる. 命題 2.3により,
B(δ(λ))は λを含むある開区間上で孤立近傍であり続ける. [0, 1]がコンパクトであることから数
列 0 = λ1 < · · · < λm = 1 がとれて, 任意の λ ∈ [0, 1]に対しある jがあって B(δ(λj))が fλの孤

立近傍であるようにできる. このとき,

Con∗({0}, A) = Con∗(Inv B(δ), f0) = Con∗(Inv B(δ), fλ2) = · · ·
= Con∗(Inv B(δ), fλm−1) = Con∗(Inv(B(δ), f1) = Con∗({0}, f)

となり f の Conley指数は線型写像 Aでの計算に帰着された.

10



3 Morse 分解 と Filtration

3.1 Morse 分解

Conley 指数は孤立不変集合の内部構造についての情報は捨てている. 例えば, 図 2の左図での 1
つの不動点 Sとおき, 右図における 2つの不動点とその間の区間の和集合を S′とすると, Conley
指数では Sと S′は区別されない. このことは Sがサドル・ノード分岐によって S′になったもの

S′S

図 2: Conley指数では区別できない孤立不変集合の例

と見ると, Conley指数の連続性を示しているといえるが, 孤立不変集合 S′の内部の力学系につい

ての情報を得ることはできなくなっている.
そこで孤立不変集合をさらに小さな孤立不変集合と, その間を結ぶ軌道に分解することをこの節

では考える. x ∈ X の ω極限集合を,

ω(x) =
⋂

N>0

cl

( ⋃

n>N

{fn(x)}
)

と定義する. これは, xの正方向の軌道からどんなに先の方を取ってもその中から収束できる点の

集まりである. 同様に負方向の極限集合も定義したいが, f は可逆とは限らないので負方向の軌道

は一意でない. よって完全軌道ごとにその極限をみなくてはならない. 完全軌道 σ : Z → X に対

し , その α極限集合を,

α(x) =
⋂

N>0

cl

( ⋃

n>N

{σ(−n)}
)

と定義する. また, 集合 A,B ⊂ Y に対し , 集合

C(A,B; Y ) := {x ∈ Y \ (A ∪B) | ∃完全軌道 σ : Z→ Y, α(σ) ⊂ A, ω(x) ⊂ B}

を Aから Bへの Y 内での connecting orbitの集合と呼び, C(A,B ; Y )に含まれる 1つ完全軌道の
ことを Aから Bへの connecting orbit もしくは connectionと呼ぶ.
始めに, 最も単純に孤立不変集合 Sを 2つの孤立不変集合とその間の connecting orbitたちに分

割することを考えよう. A ⊂ X がアトラクターであるとは, ある Aの近傍 U で f(U) ⊂ intU と

なるものがあり,
A =

⋂
n>0

fn(U)

となることをいう. また, 不変集合 S ⊂ Xに対し A ⊂ Sが S 内のアトラクターであるとは, f を

Sに制限して Sを全空間と見たときに上の定義がみたされることをいう. 不変集合 S 内のアトラ

クター Aに対し , その双対リペラー A∗を

A∗ := {x ∈ S | ω(x) ∩A = ∅}
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により定義する. この対 (A, A∗)を 不変集合 Sのアトラクター・リペラー分解という.
また p, q ∈ Z, p < qとするとき, 点列 {xn}n=p,...qが xpから xq への ε擬軌道であるとは, dを

距離関数として p ≤ n ≤ q − 1で d(f(xn), xn+1) < εが成立することをいう. すなわち εだけの誤

差を許した軌道のことである.

命題 3.1. 孤立不変集合 Sが (A,A∗)によりアトラクター・リペラー分解されているとき, 次の 3
つが成立する.

(1) S = A ∪A∗ ∪ C(A∗, A; S).

(2) ある ε > 0があって, A の点から A∗の点への ε擬軌道は存在しない.

(3) Aおよび A∗は S 内における孤立不変集合である.

アトラクター・リペラー分解よりも細い分解を考えようとすると, それらの成分の間の順序関係
を記述するために半順序集合を用いなくてはならない.
集合 P 上の二項関係 <が半順序であるとは, (1) p ≮ p, (2) p < qかつ q < rならば p < r が成

り立つことをいう. 半順序を特定して考えるときは, 半順序集合 (P, <)と書く.

定義 3.2. P を有限集合とする. 互いに交わらない孤立不変集合の族M(P) = {M(p) | p ∈ P}が
孤立不変集合 Sの Morse分解であるとは, P 上の半順序 <が存在して, 任意の x ∈ Sと任意の S

に含まれる xの完全軌道 σ : Z→ Sに対し , 次のどちらかが成立することである.

(1) ある p ∈ Pがあって, σ(Z) ⊂ M(p)である.

(2) p < qをみたす p, q ∈ Pに対し , ω(x) ⊂ M(p)かつ α(σ) ⊂ M(q)である.

P の半順序を固定して Morse分解を考えることもあり, その時はM(P, <)と書く.

Morse分解における各M(p)をMorse成分という. M(P)を SのMorse分解とするような P 上
の半順序のうち, 最も弱いものを map defined order という. C(M(q),M(p); S) 6= ∅のとき p < q

と定義した関係を推移律を満たして半順序になるように拡張すると map defined orderになること
に注意する.
孤立不変集合 Sが Morse分解されているとき, Sに含まれる孤立不変部分集合は Morse 成分 た

ちだけではなく, いくつかのMorse成分とその間を結ぶ connecting orbitを合わせると S内の孤立

不変部分集合が得られる場合がある. これを記述するためにまたいくつか定義をする.
(P, <)を半順序集合とする. I ⊂ Pが区間であるとは p < r < qかつ p, q ∈ I ならば r ∈ Iであ

ることをいう. 区間 Iは r < qかつ q ∈ Iならば r ∈ Iのとき, 吸引的であるという. P の区間の集
合を I = I(P, <), 吸引的区間の集合を A = A(P, <)と書く. 区間の順序 n対 (I1, . . . , In)が隣り
合っているとは I1 ∪ · · · ∪ In ∈ Iであり, かつそれぞれの要素の間に区間の順序に逆らう半順序関
係がない, つまり i < jに対し p ∈ Ii, q ∈ Ij ならば q ≮ pであることを言う. 隣り合った順序 n対

の集合を In = In(P, <)と書き, Inの元 (I1, . . . , In)の各区間の和 I1 ∪ · · · ∪ Inを I1I2 · · · Inと表

わす.
区間 Iに対し ,

M(I) :=
⋃

p∈I

M(p) ∪
⋃

q,r∈I

C(M(q),M(r) ; S)

とおく. このとき次が成り立つ.
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命題 3.3. M(P, <)を孤立不変集合 SのMorse分解とすると,

(1) 任意の I ∈ I(P, <)に対し, M(I)は孤立不変集合である.

(2) 任意の I ∈ A(P, <)に対し, M(I)は S 内のアトラクターである.

(3) I, J ∈ I2 ならば, (M(J),M(I))は孤立不変集合M(IJ)のアトラクター・リペラー分解で
ある.

3.2 filtration

孤立不変集合に対する filtration pairの拡張として, Morse分解に対しする filtrationというもの
が考えられる.

定義 3.4. Xのコンパクト部分集合の族N (P, <) = {N(I) | I ∈ A(P, <)}がMorse分解M(P, <)
の filtrationであるとは, 任意の I, J ∈ A(P, <)に対し , 次にあげる条件が成立することをいう.

(1) (N(I), N(∅))はM(I)の filtration pairである.

(2) N(I) ∩N(J) = N(I ∩ J).

(3) N(I) ∪N(J) = N(I ∪ J).

定理 3.5 (Richeson). 任意の Morse分解M(P, <) に対し, その filtrationが存在する. さらに
強く filtration N (P, <)で, C0 位相における f のある近傍 U が存在して任意の g ∈ U に対して
N (P, <)が再び filtration の条件をみたすものがとれる.

この定理の前半の filtrationの存在の証明は Franks-Riceson [5]を参照のこと. 後半の安定な
filtration の存在は Richeson [21]において multi-valued mapという概念を用いて示されている
(Richeson [22]に概説がある). multi-valued mapとは, Xから Y の巾集合 PY への写像のことで

あり, 適当な条件のもとで F : X → PX を力学系と見て Conley指数理論を構成することができ
る (Kaczynski-Mrozek [8]等を参照). また, g : X → X (もしくは X → PX)が multi-valued map
F : X → PX の selectorであるとは, 任意の x ∈ X に対し G(x) ⊂ F (x)が成り立つことを言う.
定理は, まず Fε(x)を f(x)を中心とする ε閉球とおいて得られる multi-valued mapFεに対して

filtration の存在を示し , その filtrationが Fεの任意の selectorに対して再び filtrationになること
を示して証明される.

Fε(x)

x

f

g

ε

図 3: multi-valued map Fε と selector
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4 Connection Matrix Pair

4.1 アトラクター・リペラー分解の場合

ここではまず最も単純に Morse 成分が 2つの場合, すなわちアトラクター・リペラー分解の場
合の議論を行なう. 今後の考察において基本となる結果を述べよう.

定理 4.1 (長完全列の存在). 孤立不変集合 S の任意のアトラクター・リペラー分解に対し, 次の
End(V)での長完全列が存在する.

· · · δ∗−−−−→ Conk(R)
ρ∗−−−−→ Conk(S) ι∗−−−−→ Conk(A) δ∗−−−−→ Conk+1(R)

ρ∗−−−−→ · · · .

この定理の証明のため, 基点付き位相空間のコホモロジーで定義されたコホモロジー Conley 指
数を扱いの容易な空間対のコホモロジーと関係づける補題を示そう. つまり H∗(N/L, [L])上では
なく, H∗(N, L)上の写像から Conley指数を構成することを試みる. ここで問題なのは, fP と異

なり f は (N,L)から (N, L)への写像ではないということである. そこでひとまず f : (N, L) →
(N ∪ f(L), L ∪ f(L))と見て, これと包含写像 i : (N, L) → (N ∪ f(L), L ∪ f(L))をコホモロジー
に移すと,

f∗, i∗ : H∗(N ∪ f(L), L ∪ f(L)) → H∗(N,L)

となるが, Alexander-Spanier コチェインにおいて

i] : C](N ∪ f(L), L ∪ f(L)) → C](N,L)

が同型になるので (Spanier [26], Chapter 6, §4, Lemma 4) i∗は同型写像である. そこで f∗と i∗−1

を合成し ,

F ∗N,L := f∗ ◦ i∗−1 : H∗(N, L) → H∗(N, L)

とおく.

補題 4.2. Con∗(S) ∼= L(H∗(N, L), F ∗N,L) である.

証明. (N ∪ f(L)/L ∪ f(L), [L ∪ f(L)])と (N/L, [L])は基点付き位相空間として同じものなので,
fP を (N/L, [L])から (N ∪ f(L)/L ∪ f(L), [L ∪ f(L)])への写像と思える. そこで i : (N,L) →
(N ∪ f(L), L∪ f(L))を包含写像, π, π′を射影とすると, fP の定義及び f(L)∩ (N \L) = ∅より次
が可換になっている.

(N,L)
f−−−−→ (N ∪ f(L), L ∪ f(L)) i←−−−− (N,L)

π

y π′
y π

y
(N/L, [L])

fP−−−−→ (N ∪ f(L)/L ∪ f(L), [L ∪ f(L)]) (N/L, [L])

この図式に Alexander-Spanier コホモロジー関手を作用させると,

(π′ ◦ f)∗ = f∗ ◦ π′∗ = π∗ ◦ f∗P = (fP ◦ π)∗,

(π′ ◦ i)∗ = i∗ ◦ π′∗ = π∗ ◦ id∗ = π∗
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となる. またこのとき, 先に述べたように i∗は同型写像であるが, Massey [9]の Chap 8, Theorem
8.4により π∗も同型である. これを変形して

F ∗N,L = f∗ ◦ i∗−1 = f∗ ◦ π′∗ ◦ π∗−1 = π∗ ◦ f∗P ◦ π∗−1

となるので, f∗P と F ∗N,Lは共役となる. ここで注意 2.9及び命題 2.18を用いると正則関手である L

の作用により Con∗(S)と L(H∗(N, L), F ∗N,L)は Aut(GV)において同値となることがわかる.

定理 4.1の証明. 定理 3.5より filtrationが存在するが, この場合 A(P, <) = {{1, 2}, {1}, ∅} と表
せるので, 対応する filtration も 3 つの要素からなる. これらを N({1, 2}) = N , N({1}) = L,
N(∅) = K と書くことにすると,

S = Inv(cl(N \K), f), R = Inv(cl(N \ L), f), A = Inv(cl(L \K), f)

となっていて, 特にK ⊂ L ⊂ Nであることがわかる. i1 : (L,K) → (N,K), i1 : (N, K) → (N, L),
ι : (L/K, [L]) → (N/K, [K])を包含写像, ρ : (N/K, [K]) → (N/L, [L])を射影とすると,

(L,K) i1−−−−→ (N,K) i2−−−−→ (N, L)

πA

y πS

y πR

y
(L/K, [L]) ι−−−−→ (N/K, [K])

ρ−−−−→ (N/L, [L])

が可換になっている. このとき図式

(L, K) −−−−→ (N,K) −−−−→ (N, L)

i

y i

y i

y
(L ∪ f(K),K ∪ f(K)) −−−−→ (N ∪ f(K), N ∪ f(K)) −−−−→ (N ∪ f(L), N ∪ f(L))

f

x f

x f

x
(L, K) −−−−→ (N,K) −−−−→ (N, L)

から 3つ組のコホモロジー長完全列を作る. 前に見たように i∗は同型であり, また 3つ組のコホモ
ロジー長完全列の自然性から次の可換な長完全列が得られる.

· · · −−−−→ Hk(N,L) −−−−→ Hk(N, K) −−−−→ Hk(L,K) −−−−→ Hk+1(N, L) −−−−→ · · ·
f∗◦(i∗)−1

y f∗◦(i∗)−1

y f∗◦(i∗)−1

y f∗◦(i∗)−1

y
· · · −−−−→ Hk(N,L) −−−−→ Hk(N, K) −−−−→ Hk(L,K) −−−−→ Hk+1(N, L) −−−−→ · · · .

Lは完全関手なので (Massey [9], Appendix A.7) この長完全列に Lを作用させると, End(V) にお
ける長完全列

→ L(Hk(N, L), F ∗N,L) → L(Hk(N, K), F ∗N,K) → L(Hk(L,K), F ∗L,K) → L(Hk+1(N, L), F ∗k + 1N,L) →

が得られるが, 補題 4.2により L(Hk(N, L), F ∗N,L) = Conk(R) なので, 同型 L(π∗S) = π∗S , L(π∗R) =
π∗R, L(π∗A) = π∗Aを間にはさむことにより定理の長完全列が示された.

系 4.3. δ∗ 6= 0, CH∗(S) � CH∗(A) ⊕ CH∗(R), χ∗(S) � χ∗(A) ⊕ χ∗(R)のいずれかが成立すれ
ば, C(R, A; S) 6= ∅.
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証明. 対偶を示す. C(R, A;S) = ∅ならば S = AqRであり, 命題 2.21よりCH∗(S) ∼= CH∗(A)⊕
CH∗(R)かつ χ∗(S) ∼= χ∗(A)⊕ χ∗(R) となる. またこのとき, 完全性より δ∗ = 0となる.

この系を用いて connecting orbitの存在を示せる例をあげよう.

例 4.4 (Broken Horseshoe, Richeson [20, 22]参照).

f を平面上の写像で, 長方形 N1, N2 を次の図 4 のように写像するものとする. ただし , 矢印

N1

f(N1)
f(N2)

N2

図 4: Broken Horseshoe

はそれぞれの長方形の写像される向きを表している. N := N1 ∪ N2 とすると N は孤立近傍で,
S := Inv(N)のアトラクター・リペラー分解を R := Inv(N1), A := Inv(N2)が与えることが図か
らわかる. このとき次の図 5において, 網がけしてある領域と斜線部の和集合を L , 網がけしてあ
る領域を K とすると, このアトラクター・リペラー分解の filtrationが得られる.

α

β

γ

図 5: Broken Horseshoeの filtration
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Conley指数を計算してみよう. この例の場合 Alexander-Spanierコホモロジーは特異コホモロ
ジーと同型なので, 特異コホモロジーで考えることにする. α, β, γ で表わされた 3本の矢印は,
H∗(N/K, [K])の基底の代表元を与えている. H∗(N/K, [K])においてその双対基底をとると,これ
らの矢印の写像のされ方より

(Hk(N/K, [K]), f∗P ) ∼=






F⊕ F⊕ F,




1 0 0

−1 0 0

0 1 1





 , k = 1

(0, 0), k 6= 1

となることがわかる. これに Lを作用させよう. 適当に基底をとると k = 1の場合に現れる行列は


1 1 0
0 1 0
0 0 0


 と変形され, gker f∗P は固有値 0の一般固有空間なので

Conk(S) ∼=






F⊕ F,


1 1

0 1





 , k = 1

(0, 0), k 6= 1

と計算される. また filtration から

Conk(A) ∼= Conk(R) ∼=




(F, 1), k = 1

(0, 0), k 6= 1

となっている (より簡単な filtration pairをそれぞれについて見つけて考えてもよい). この場合
CH∗(S) ∼= CH∗(A)⊕ CH∗(R)は成立しているが, χ∗(S) � χ∗(A)⊕ χ∗(R)なので, 系 4.3により
C(R,A; S) 6= ∅がわかる.

注意 4.5. 例 4.4において f が微分同相写像であり, A, Rがそれぞれ双曲型不動点 p, q である場

合を考えよう. この時 C(R, A;S) 6= ∅はW s(p) ∩Wu(q) 6= ∅ を意味し , Conley指数の安定性より
この交わりは十分小さな摂動によってはずれないことがわかる.

4.2 Connection Matrix Pair

ここでは, 4.1での議論を一般化し , 孤立不変集合のMorse分解M(P, <)が与えられた時に, 各
p ∈ P に対する Con∗(M(p))の情報から任意の I ∈ I(P, <)で Con∗(M(I)) を求めることを考え
る. そのための道具が connection matrix pairである. connection matrix pairの定義の前にいく
つか準備をする.

定義 4.6. 自己準同型付きコチェイン組み紐(cochain complex braid with endomorphism) とは,
End(δV)の対象たちの族 C = {(C(I), c(I)) | I ∈ I} であって次の性質を持つもののことである.

(1) 任意の (I, J) ∈ I2 に対し次が完全であるような準同型 ρ, ιが存在する.

0 −−−−→ (C(J), c(J))
ρ−−−−→ (C(IJ), c(IJ)) ι−−−−→ (C(I), c(I)) −−−−→ 0.

(2) (I, J,K) ∈ I3に対し (1)の準同型たちのなす次の図式が可換である.
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0 0

(C(I), c(I))

jjUUUUUUUUU
44iiiiiiiii

0

(C(IJ), c(IJ))

iiTTTTTT

55jjjjjjjjjj
0

(C(IJK), c(IJK))

??

55jjjjjj
(C(J), c(J))

iiTTTTTT

55jjjjjjjjjj

(C(JK), c(JK))

iiTTTTTT
55jjjjjj

0

iiTTTTTTTTTT

(C(K), c(K))

??

55jjjjjj
0

iiTTTTTTTTTT

0

44iiiiiiiii 0

jjUUUUUUUUU

定義 4.7. 自己準同型付き次数加群組み紐(graded module braid with endomorphism)とは, End(GV)
の対象たちの族H = {(H(I), a(I)) | I ∈ I} であって, 次の性質を持つもののことである.

(1)任意の (I, J) ∈ I2に対し次の長い列が完全であるような準同型 δ∗, ρ∗, ι∗が存在する.

· · · δn−1

−−−−→ (Hn(J), an(J))
ρn

−−−−→ (Hn(IJ), an(IJ)) ιn

−−−−→ (Hn(I), an(I)) δn

−−−−→ · · · .

(2) (I, J,K) ∈ I3に対し (1) の準同型たちのなす次の図式が可換である.

(Hk(I), ak(I))

??

33hhhhhhhhhhhhh
(Hk+1(K), ak+1(K))

__

kkVVVVVVVVVVVVV

(Hk(IJ), ak(IJ))

kkVVVVVVVVV
33hhhhhhhhh

(Hk(IJK), ak(IJK))

AA

33hhhhhhhhh
(Hk(J), ak(J))

]]

kkVVVVVVVVV

(Hk(JK), ak(JK))

kkVVVVVVVVV
33hhhhhhhhh

(Hk(K), ak(K))

AA

33hhhhhhhhh
(Hk−1(I), ak−1(I))

]]

kkVVVVVVVVV

kkVVVVVVVVVVVVV

33hhhhhhhhhhhhh

AA ]]

自己準同型付きコチェイン組み紐と自己準同型付き次数加群組み紐の関係を考えてみると,コチェ
イン複体の短完全列のなす圏から加群の長完全列のなす圏へのホモロジー関手の自然性より次の命

題が成立する.

命題 4.8. Cが自己準同型付きコチェイン組み紐ならば, コホモロジー関手を Cに作用されること
により自己準同型付き次数加群組み紐が得られる.

このようにして Cから作った自己準同型付き次数加群組み紐を HCと書くことにする. 次にこれ
ら組み紐たちの間の準同型を定義しよう.
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定義 4.9. 自己準同型付きコチェイン組み紐 C = {(C(I), c(I)) | I ∈ I} から C′ = {(C ′(I), c′(I)) |
I ∈ I} への準同型 Ψ : C → C′とは, End(δV)の準同型の族 {ψ(I) : (C(I), c(I)) → (C ′(I), c′(I)) |
I ∈ I} であって, 任意の (I, J) ∈ I2に対し End(δV)における図式

0 −−−−→ (C(J), c(J)) −−−−→ (C(IJ), c(IJ)) −−−−→ (C(I), c(I)) −−−−→ 0

ψ(J)

y ψ(IJ)

y ψ(I)

y
0 −−−−→ (C ′(J), c′(J)) −−−−→ (C ′(IJ), c′(IJ)) −−−−→ (C ′(I), c′(I)) −−−−→ 0

が可換になるもののことをいう. また, 全ての ψ(I)が同型であるとき Ψは同型であるという.

定義 4.10. 自己準同型付き次数加群組み紐H = {(H(I), a(I)) | I ∈ I}からH′ = {(H ′(I), a′(I)) |
I ∈ I}への準同型Ψ : H → H′とは, End(GV)の準同型の族{ψ∗(I) : (H(I), a(I)) → (H ′(I), a′(I)) |
I ∈ I} であって, 任意の (I, J) ∈ I2に対し End(GV)での図式

· · · δ−−−−→ (H(J), a(J)) −−−−→ (H(IJ), a(IJ)) −−−−→ (H(I), a(I)) δ−−−−→ · · ·
ψ∗(J)

y ψ∗(IJ)

y ψ∗(I)

y
· · · δ−−−−→ (H ′(J), a′(J)) −−−−→ (H ′(IJ), a′(IJ)) −−−−→ (H ′(I), a′(I)) δ−−−−→ · · ·

が可換になるもののことをいう. また, 全ての ψ∗(I)が同型であるとき Ψは同型であるという.

自己準同型付きコチェイン組み紐の準同型から自己準同型付き次数加群組み紐の準同型が導かれ

ることは, コチェイン複体の短完全列よりホモロジーを取る操作の関手性より明らか. また次の命
題も成立する.

命題 4.11. Ψ : H → H′を自己準同型付き次数加群組み紐の準同型とする. このとき, 任意の p ∈ P
で ψ∗(p)が同型ならば, Ψは同型である.

孤立不変集合 Sの filtration pair (N, L)に対し , 補題 4.2のときに見たようにコチェインの段階
での同型 i] : C](N ∪ f(L), L ∪ f(L)) → C](N, L)があるので, これを用いて

F ]
N,L := f ] ◦ i]

−1
: C](N,L) → C](N, L)

と定義する. これの帰納的極限を取ったものを (LC(S), Lf(S)) := L(C](N, L), F ]
N,L)と書くこと

にする.
さて, 孤立不変集合 S の Morse分解M(P, <)が与えられたとき filtration N (P, <) をとり,

C(M) = {(LC(M(I)), Lf(M(I))) | I ∈ I},
H(M) = {(CH∗(M(I)), χ∗(M(I))) | I ∈ I}

とおくと, 次が成立する.

命題 4.12. C(M)は自己準同型付きコチェイン組み紐であり, H(M)は自己準同型付き次数加群
組み紐である. さらに H(M) ∼= HC(M)である.

証明. まず C(M)は自己準同型付きコチェイン組み紐であることをいう. 条件 (1)を示そう. 区間
Iに対し ,

QI := {p ∈ P \ I | ∃q ∈ I, p < q}
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とおくと, (QI , I) ∈ I2であることがわかる. よって I との和区間 QII := QI ∪ I がとれる. この
とき, QI , QII ∈ A であり (N(QII), N(QI))が M(I)の filtration pairを与える. さらに M(IJ)
が (M(I),M(J)) によりアトラクター・リペラー分解されているとすると,

(N(QIJIJ), N(QIJI), N(QIJ))

がその filtrationになっている. この 3対からコチェイン複体の短完全列を作り Lを作用させると,

0 −−−−→ LC(M(J))
ρ]

−−−−→ LC(M(IJ)) ι]

−−−−→ LC(M(I)) −−−−→ 0

Lf(M(J))

y Lf(M(IJ))

y Lf(M(I))

y

0 −−−−→ LC(M(J))
ρ]

−−−−→ LC(M(IJ)) ι]

−−−−→ LC(M(I)) −−−−→ 0

が得られ, 条件 (1)をみたすことがわかる.
次に (I, J,K) ∈ I3としよう. このとき,

S A R filtration

M(IJ) M(I) M(J) (N(QIJ),N(QI),N(Q))
M(JK) M(J) M(K) (N(QIJK),N(QIJ),N(QI))
M(IJK) M(I) M(JK) (N(QIJK),N(QI),N(Q))
M(IJK) M(IJ) M(K) (N(QIJK),N(QIJ),N(Q))

という 4つのアトラクター・リペラー分解がある (簡単のためQ := QIJKと書いている). filtration
の定義より次のような包含写像の可換な列がとれる.

(N(QI), N(Q))

**TTTTTTTTTTTT

¿¿

(N(QIJ), N(Q))

**TTTTTTTTTTTT

ttjjjjjjjjjjjj

(N(QIJK), N(Q))

**TTTTTTTTTTTT

¿¿

(N(QIJ), N(QI))

ttjjjjjjjjjjjj

(N(QIJK), N(QI))

ttjjjjjjjjjjjj

(N(QIJK), N(QIJ))
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この図式から, コチェイン複体の短完全列を作り, 完全関手 Lを作用させると, 可換な図式

0 0

(LC(M(I)), Lf(M(I)))

kkWWWWWWWWWWWWWW

33gggggggggggggg
0

(LC(M(IJ)), Lf(M(IJ)))

kkVVVVVVVVVV

33hhhhhhhhhhhhhhh
0

(LC(IJK), Lf(M(IJK)))

@@

33hhhhhhhhhh
(LC(M(J)), Lf(M(J)))

kkVVVVVVVVVV

33hhhhhhhhhhhhhhh

(LC(M(JK)), Lf(M(JK)))

kkVVVVVVVVVV
33hhhhhhhhhh

0

kkVVVVVVVVVVVVVVV

(LC(M(K)), Lf(M(K)))

@@

33hhhhhhhhhh
0

kkVVVVVVVVVVVVVVV

0

33gggggggggggggg 0

kkWWWWWWWWWWWWWW

が得られる. よって条件 (2)をみたし , C(M)は自己準同型付きコチェイン組み紐である. この図
式にコホモロジー関手を作用させることで自己準同型付き次数加群組み紐H(M)が得られるが, L

の完全性よりホモロジーをとる関手と Lが可換なので (Massey [9], Appendix A.10), 定理 4.1の
証明と同様の議論により HC(M)が H(M)と同型であることがわかる.

この C(M)の他に, もうひとつ Conley指数から作られる自己準同型付きコチェイン組み紐があ
る. 命題 4.8で見たように自己準同型付きコチェイン組み紐からホモロジーを取ることで自己準
同型付き次数加群組み紐が得られたが, 逆に自己準同型付き次数加群組み紐から自己準同型付きコ
チェイン組み紐を以下のように作ることができる.
自己準同型付き次数加群組み紐H = {(H(I), a(I)) | I ∈ I} に対し , p ∈ P を区間 {p}と見て,

C∆(I) :=
⊕

p∈I

H(p)

とおく. これは単に各 pについて直和したものである. この定義には, 区間 IでのH(I)の情報は要
らないことに注意しよう. A : C∆(I) → C∆(I)を線型写像とすると, C∆(I)の直和に基づき Aを

線型写像が成分である |P|× |P|行列だと思える. すなわちA = (Apq)p,q∈Pで, Apq : H(q) → H(p)
ということである. このとき A(I) := (Apq)p,q∈I : C∆(I) → C∆(I) とおいて A(I) を A の部分行

列と見る.

定義 4.13. 半順序集合 P = (P, <)に対し , 行列 A = (Apq)p,q∈Pが真に下三角であるとは Apq 6= 0
ならば p > qが成り立つことをいう. 同様に, A = (Apq)が下三角であるとは Apq 6= 0ならば p ≥ q

が成り立つことをいう. また, 通常と同じく A の次数が +1で A2 = 0であるとき Aがコバウンダ

リ作用素であるという.

∆ = (∆pq)p,q∈P : C∆(P) → C∆(P) を真に下三角なコバウンダリ作用素としよう. このとき次
が示せる.

命題 4.14. ∆が真に下三角なコバウンダリ作用素ならば, 任意の I ∈ Iに対して ∆(I)もまた真に
下三角なコバウンダリ作用素である.

このことより, 各 I ∈ Iに対して (C∆(I), ∆(I))はコチェイン複体であることがわかる. 同様に,
a = (apq)p,q∈P : C∆(P) → C∆(P)を下三角で次数が 0のコチェイン写像, すなわち∆ ◦ a = a ◦∆
が成りたっているものとしよう.
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命題 4.15. a が (C∆(P),∆)の下三角なコチェイン写像ならば, 任意の I ∈ Iに対して a(I)もま
た (C∆(I), ∆(I))の下三角なコチェイン写像である.

これらの命題より

C∆ := {((C∆(I),∆(I)), a(I)) | I ∈ I}

とおくと C∆が自己準同型付きコチェイン組み紐であることがわかる. 実際,

C∆(IJ) =
⊕

p∈IJ

H({p}) = C∆(I)⊕ C∆(J)

なので ρ : C∆(J) → C∆(IJ)を直和への埋め込み, ι : C∆(IJ) → C∆(I)を直和因子への射影と
すればよい.
こうして自己準同型付き次数加群組み紐から自己準同型付きコチェイン組み紐が構成できたが,
命題 4.8によりこの自己準同型付きコチェイン組み紐から再び自己準同型付き次数加群組み紐を作
ることができる. この HC∆を, H∆と書くことにしよう.
以上の構成を Conley指数から作った H(M)に対して適用する. すなわち,

C∆(I) :=
⊕

p∈I

CH∗(M(p))

上に (∆, a)が与えられているとしよう. このとき, 先の構成により得られた自己準同型付きコチェ
イン組み紐を C∆(M), これからホモロジーを取って得られた自己準同型付き次数加群組み紐を
H∆(M)と書くことにする.
今までに構成した組み紐たちを整理すると, filtration より作った自己準同型付きコチェイン組

み紐 C(M) と, それからホモロジーを取って得られる自己準同型付き次数加群組み紐 H(M)があ
る. (∆, a) を与えることにより CH∗(M(p))の直和から作られる自己準同型付きコチェイン組み
紐が C∆(M), それからホモロジーを取って得られる自己準同型付き次数加群組み紐が H∆(M)で
あった.

C(M) H // H(M)
(∆,a)

yyssssssssss

C∆(M) H // H∆(M)

?

もし , うまく (∆, a)を取ることによりH∆(M)が H(M)と同型になったとしたら, 各Morse成分
の Conley指数から S 全体やそれに含まれるM(I)たちの Conley指数を一気に知ることができる.
そのような都合の良い (∆, a)を connection matrix pairと呼ぶ.

定義 4.16. 真に下三角なコバウンダリ作用素 ∆と下三角なコチェイン写像 aの対 (∆, a)がMorse
分解M(P, <)の connection matrix pair であるとは H∆(M)が H(M)と同型であることをいう.

抽象的な自己準同型付き次数加群組み紐に対しても, 次のように connection matrix が定義さ
れる.

定義 4.17. 真に下三角なコバウンダリ作用素∆と下三角なコチェイン写像 aの対 (∆, a)が自己準
同型付き次数加群組み紐 Hの connection matrix pair であるとは H∆が Hと同型であることを
いう.
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定理 4.18. 任意の孤立不変集合 SMorse分解M(P, <)に対し connection matrix pairが存在する.

この定理の証明は抽象的な自己準同型付き次数加群組み紐に対する代数的な議論によって行なわ

れる. すなわち次の定理により導かれる.

定理 4.19 (Richeson [20]). 自己準同型付き次数加群組み紐 H がある自己準同型付きコチェイ
ン組み紐 Cにより H ∼= HCとなるならば, H の connection matrix が存在する.

この定理の Richeson [20]での証明を整理したものを以下に記す. まず次のような定義をする.

定義 4.20. 自己準同型付きコチェイン組み紐 E = {(E(I), δ(I), e(I)) | I ∈ I}が標準形である
とは, 各 p ∈ P に対し E(p) = E(p)− ⊕ HE(p) ⊕ E(p)+ と分裂し , E(I) =

⊕
p∈I E(p)かつ

δ(I) = (δp,q)p,q∈I , e(I) = (ep,q)p,q∈I とおいた時に次の 2つの条件が成立することをいう.

(1)

δp,q =








0 0 id

0 0 0

0 0 0


 , q = p




0 0 0

0 dp,q 0

0 0 0


 , q < p

0, その他

(2)

ep,q =








e(p, p)1 e(p, p)2 e(p, p)3

0 e(p, p)5 e(p, p)6

0 0 e(p, p)1


 , q = p




e(p, q)1 e(p, q)2 e(p, q)3

e(p, q)4 e(p, q)5 e(p, q)6

e(p, q)7 e(p, q)8 e(p, q)9


 , q < p

0, その他

(1)より H∗(E(p)) = ker δ(p)/ im δ(p) ∼= HE(p) および (E(p)−)n = (E(p)+)n−1が成り立つこ

とに注意.
このように定義した標準形の場合の connection matrix pair をまず構成し , 一般の場合がそれに
帰着できることを次に証明する.

命題 4.21. 自己準同型付き次数加群組み紐Hが, ある標準形の自己準同型付きコチェイン組み紐
E = {(E(I), δ(I), e(I)) | I ∈ I}により H = HE と表わされるならば, Hの connection matrix
pairが存在する.

証明. H(p) = H∗(E(p)) ∼= HE(p)により connection matrix pair は
⊕

p∈P HE(p) 上で定義すれ
ばよい.

∆ = (∆p,q)p,q∈P , a = (ap,q)p,q∈P :
⊕

p∈P
HE(p) →

⊕

p∈P
HE(p)
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を,

∆p,q =





dp,q, q < p

0, その他
, ap,q =





e(p, q)5, q ≤ p

0, その他

と定義する. 構成より∆は真に下三角なコバウンダリ作用素であることは明らか. aが下三角なコチェ

イン写像であることを示そう. まず, Pの半順序を適当に全順序に拡張し P = {1, 2, . . . , n}と思う.
e(I)はコチェイン写像なので e(I)◦δ(I) = δ(I)◦e(I)が成り立つ. E(p) = E(p)−⊕HE(p)⊕E(p)+と
分裂するので e(I)◦δ(I), δ(I)◦e(I)を 3n×3n行列と見よう. このとき n×n行列 a(I)◦∆(I)の (i, j)
成分は e(I)◦δ(I)の (3i−1, 3j−1)成分であり, ∆(I)◦a(I)の (i, j)成分は δ(I)◦e(I)の (3i−1, 3j−1)
成分であることが実際に掛け算を実行することにより示せる. よって e(I) ◦ δ(I) = δ(I) ◦ e(I)か
ら a(I) ◦∆(I) = ∆(I) ◦ a(I)がわかり, aは定義より下三角なので, 結局 aは下三角なコチェイン

写像であることがわかった.
この (∆, a)が Hの connection matrix pairであることを示そう. まず, 自己準同型付きコチェイ

ン組み紐準同型Ψ = (ψp,q)p,q∈P : E∆ → Eを構成する. 仮定よりΨ :
⊕

p∈P HE(p) → ⊕
p∈P E(p)

として作ればよいので, ψp,q : HE(q) → E(p)を

ψp,q =








0

id

0


 , p = q




0

0

0


 , p 6= q

として定義する. Ψの構成より ψ(I) ◦∆(I) = δ(I) ◦ ψ(I) となることがわかり, よって Ψはコチェ
イン写像である. このとき任意の (I, J) ∈ I2に対し包含写像および射影を横の写像とする δVでの
図式

0 −−−−→ ⊕
p∈J HE(p) −−−−→ ⊕

p∈IJ HE(p) −−−−→ ⊕
p∈I HE(p) −−−−→ 0

ψ(J)

y ψ(IJ)

y ψ(I)

y
0 −−−−→ ⊕

p∈J E(p) −−−−→ ⊕
p∈IJ E(p) −−−−→ ⊕

p∈I E(p) −−−−→ 0

が可換となる. この図式は自己準同型付きではないが, ホモロジーを取った段階において自己準同
型付き次数加群組み紐の同型Ψ : H∆ → Hが導かれることを証明する. すなわち, 任意の I ∈ Iに
対し次の 2つを言う.

(1) ψ(I)から導かれる ψ∗(I)が同型である.

(2) a(I), e(I)から導かれる写像を a∗(I), e∗(I) とすると, ψ∗(I) ◦ a∗(I) = e∗(I) ◦ ψ∗(I) が成立
する.

まず (1)を示す. 任意の p ∈ Pに対し ∆の形より HE(p)はホモロジーを取っても変化せず, E(p)
はホモロジーを取ると第 2成分 HE(p)のみ残るので, ψ(p)の第 2成分がそのまま ψ∗(p)となり,
よって ψ∗(p) は同型である. ここで命題 4.11を用いると任意の I ∈ I に対し ψ∗(I)が同型となり
(1)は示された.
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次に (2)を示そう. I ∈ Iを 1つ決める. P上の半順序を拡張して全順序にし ,しかも I = {1, . . . , r}
となるようにしておく. ψ∗(I) ◦ a∗(I) = e∗(I) ◦ ψ∗(I)を言うためには, 任意の α ∈ ker∆(I)に対
し (e(I) ◦ ψ(I)− ψ(I) ◦ a(I))(α) ∈ im δ(I) を示せばよい. この線型写像を計算すると,

e(I) ◦ ψ(I)− ψ(I) ◦ a(I) =




e(1, 1)2 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0

e(2, 1)2 e(2, 2)2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0

e(2, 1)8 0 0 · · · 0
e(3, 1)2 e(3, 2)2 e(3, 3)2 · · · 0

0 0 0 · · · 0
e(3, 1)8 e(3, 2)8 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...
e(r, 1)2 e(r, 2)2 e(r, 3)2 · · · e(r, r)2

0 0 0 · · · 0
e(r, 1)8 e(r, 2)8 e(r, 3)8 · · · 0




という 3r × r行列が得られる. α =




α1

...
αr


 とおくと α ∈ ker∆(I)より

d2,1α1 = 0

d3,1α1 + d3,2α2 = 0

d4,1α1 + d4,2α2 + d4,3α3 = 0

...

dr,1α1 + dr,2α2 + · · ·+ dr,r−1αr−1 = 0

が成り立つ. (e(I) ◦ ψ(I)− ψ(I) ◦ a(I))(α) を求めると,

(e(I) ◦ ψ(I)− ψ(I) ◦ a(I))(α) =




e(1, 1)2α1

0
0

e(2, 1)2α1 + e(2, 2)2α2

0
e(2, 1)8α1

...
e(r, 1)2α1 + e(r, 2)2α2 + · · ·+ e(r, r)2αr

0
e(r, 1)8α1 + e(r, 2)8α2 + · · ·+ e(r, r − 1)8αr−1
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=




e(1, 1)2α1

0
0

e(2, 1)2α1 + e(2, 2)2α2

0
e(2, 2)2d2,1α1

...
e(r, 1)2α1 + e(r, 2)2α2 + · · ·+ e(r, r)2αr

0
e(r, r)2dr,1α1 + e(r, r)2dr,2α2 + · · ·+ e(r, r)2dr,r−1αr−1




=




e(1, 1)2α1

0
0

e(2, 1)2α1 + e(2, 2)2α2

0
0
...

e(r, 1)2α1 + e(r, 2)2α2 + · · ·+ e(r, r)2αr

0
0




= δ(I)




0
0

e(1, 1)2α1

0
0

e(2, 1)2α1 + e(2, 2)2α2

...
0
0

e(r, 1)2α1 + e(r, 2)2α2 + · · ·+ e(r, r)2αr




∈ im δ(I)

となる. 2つ目の等式は δ(I) ◦ e(I) = e(I) ◦ δ(I)の両辺を比較すると導かれる. 3つ目の等式は先に
α ∈ ker∆(I)より示した等式を代入する. 最後の等式は定義 4.20での δp,q の分解より明らか.

命題 4.22. 任意の自己準同型付きコチェイン組み紐 Cは, ある標準形の自己準同型付きコチェイ
ン組み紐と同型である.

証明. C = {(C(I), δC(I), c(I)) | I ∈ I} とおく. GVの短完全列 0 → C(J) → C(IJ) → C(I) → 0
はベクトル空間の性質より分裂し , C(IJ) ∼= C(J)⊕ C(I)となる. この分裂を繰り返して C(I) =⊕

p∈I C(p)を得る. さらに, 各 C(p)を Cn(p) ∼= im δn−1
C (p) ⊕ Hn(C(p)) ⊕ im δn

C(p)と分裂させ
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る. これを C(p) = C(p)− ⊕ H(C(p)) ⊕ C(p)+とおく. ここで C(p)− ∼= im δn−1
C (p),H(C(p)) ∼=

Hn(C(p)), C(p)+ ∼= im δn
C(p)である. このとき C(I) = (cp,q)p,q∈I , δC(I) = (δp,q)p,q∈I とおくと,

cp,p =




c(p, p)1 c(p, p)2 c(p, p)3
0 c(p, p)5 c(p, p)6
0 0 c(p, p)1


 , δp,p =




0 0 id

0 0 0
0 0 0




と分解されている.
p < qに対し , C(p), C(q)の分裂に対応する δC の H(C(q)) → H(C(p))成分 d(p, q)5を dp,q と

書く. ここで E(I) = C(I)とおき, δE を今作った dp,q を用いて定義 4.20の (1)のように構成する
とコチェイン複体 (E(I), δE(I))をが得られる. このとき線型写像 C(I) → E(I)を次のように定義
する. まず S(I) = (Sp,q)p,q∈I とおき,

Sp,q =








id 0 0

0 id 0

0 0 id


 , q = p




0 0 0

−d(p, q)6 0 0

d(p, q)1 d(p, q)2 d(p, q)3


 , q < p

0, その他

と定義する. この行列では, (C(p)−)n = (C(p)+)n−1により d(p, q)iたちをもともとの定義域, 値
域と異る位置に配置している. この Sは線型写像として可逆である. 実際, 有限次元ベクトル空間
での掃き出し法と同様にして具体的に逆行列を書き下すことができる.
この Sと同様の構成により Cからある標準形の自己準同型付きコチェイン組み紐 E への同型が
作れるのだが, コチェイン写像の条件をみたすようにするために C(I)分裂のさせ方を変える操作
をしなければならない. 以下これを見ていこう.
始めに示すことは,コバウンダリ写像 δEが定義 4.20の (1)をみたすようなコチェイン複体 E(I)

があって, あるコチェイン写像 S(I)により C(I)と同型になるということである. これを示すため
に, P の順序を適当に全順序に拡張して P = {1, . . . , r}, Ik = {k, . . . , r}とおき, まず区間 Ikにつ

いて帰納的に構成していく. ただし kは rから 1へと減って行くものとする.
k = rの時は先に構成した E(Ir) , S(Ir)をそのまま用いる. このとき定義より S(Ir)は恒等写像

であり, この場合

δE(Ir) = δC(Ir) =




0 0 id

0 0 0
0 0 0




となるので S(Ir)はコチェイン写像であり, 主張は成立している.
主張は k = m + 1まで正しいと仮定する. I = Im , I ′ = Im+1とおくと帰納法の仮定によりコ

チェイン複体 (E(I ′), δE)とコチェイン写像 S(I ′)があって δE(I ′) = S(I ′) ◦ δC(I ′) ◦ S(I ′)−1であ

る. よって各 C(p)の分裂のさせ方を適当に取りかえると, δC(I ′) も δE(I ′)と同様に標準形の定義
(1)の形であるとしてよい. この分裂のにより, 再び (E(I), δE) , S(I)を構成し直す. このときやは
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り S(I)は同型である. δCが下三角であることから

δC(I) =

(
δC(m,m) 0

∗ δC(I ′)

)

という形なので, δC(I)を



0 0 id 0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 0 0 0 · · · 0 0 0

d(m + 1,m)1 d(m + 1, m)2 d(m + 1,m)3 0 0 id · · · 0 0 0
d(m + 1,m)4 d(m + 1, m)5 d(m + 1,m)6 0 0 0 · · · 0 0 0
d(m + 1,m)7 d(m + 1, m)8 d(m + 1,m)9 0 0 0 · · · 0 0 0
d(m + 2,m)1 d(m + 2, m)2 d(m + 2,m)3 0 0 0 · · · 0 0 0
d(m + 2,m)4 d(m + 2, m)5 d(m + 2,m)6 0 dm+2,m+1 0 · · · 0 0 0
d(m + 2,m)7 d(m + 2, m)8 d(m + 2,m)9 0 0 0 · · · 0 0 0

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

d(r,m)1 d(r,m)2 d(r,m)3 0 0 0 · · · 0 0 id

d(r,m)4 d(r,m)5 d(r,m)6 0 dr,m+1 0 · · · 0 0 0
d(r,m)7 d(r,m)8 d(r,m)9 0 0 0 · · · 0 0 0




とおくとこができる. この形に変形してから δE(I)◦S(I) = S(I)◦δC(I)の両辺を計算し , (δC(I))2 =
0による関係を代入すると δE(I) ◦ S(I) = S(I) ◦ δC(I)が成立することが示される. よって k = m

においても主張は正しい.
以上の操作をくり返すと, 最終的に I = Pにおいて主張が示される. 構成より Sはもとの半順序

において下三角なので, 命題 4.15と同様に任意の I ∈ I で S(I)はコチェイン写像になることがわ
かる.
さらに, (I, J) ∈ I2に対し GVの図式として

0 −−−−→ C(J) −−−−→ C(IJ) −−−−→ C(I) −−−−→ 0

S(J)

y S(IJ)

y S(I)

y
0 −−−−→ E(J) −−−−→ E(IJ) −−−−→ E(I) −−−−→ 0

が可換になる. ここで e(I) := S(I) ◦ c(I) ◦ S−1(I)とおくと, e(I) ◦ δE(I) = δE(I) ◦ e(I)となる.
よって E = {(E(I), δ(I), e(I)) | I ∈ I} は標準形の自己準同型付きコチェイン組み紐となる. ま
た構成より Sは下三角なので, 命題 4.15と同様に任意の I ∈ I で S(I)はコチェイン写像になる.
よって Sは自己準同型付きコチェイン組み紐同型となり, 命題は示された.

定理 4.19は, 命題 4.21と命題 4.22 より直ちに導かれる.
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5 Singular Transition Matrix Pair

Hausdorff距離の定義をまず思い出そう. Xをコンパクト距離空間, dをその上の距離とする. X

の空でない閉集合全体のなす集合を F(X)とおく. 関数 h, ρ : F(X)×F(X) → F(X)を

h(A,B) = inf {ε | Aは Bのε近傍に含まれる },
ρ(A,B) = max {h(A,B), h(B,A)}

と定義すると ρ は F(X)上の距離関数であり, それによって F(X )がコンパクト距離空間になる.
この距離を Hausdorff距離といい, 次の補題が成立する.

補題 5.1. {An}を F(X)の収束列とすると,

lim
n→∞

An = {x ∈ X | ∃{xn}, xn ∈ An, lim
n→∞

xn = x}.

5.1 パラメータ空間との直積におけるMorse分解

Λを [0, 1]を含む開区間とし , この上での 1パラメータ族 fλ を扱うことにする. また [0, 1] ⊂
int Λ̄ ⊂ Λ̄ ⊂ Λとなる閉区間 Λ̄を適当に選んでおく.

πX : X × Λ → X, πΛ : X × Λ → Λ

をそれぞれ X, Λへの射影とする.
Morse分解が Λ上連続するという概念を定義しよう. まず fλの孤立不変集合たちのなす集合上

に, ある孤立近傍によって連続するという関係を推移律により拡張した同値関係を入れる. Sと S′

がこの関係を持つとき, Sと S′ は連続性により関係づけられていると言うことにする.

定義 5.2. M(P, λ) = {Mλ(p) | p ∈ P, λ ∈ Λ}がパラメータ空間 Λ上に連続するMorse分解であ
るとは, Λ上に連続する孤立不変集合 {Sλ|λ ∈ Λ} のMorse分解を各M(P, λ)が与えていて, さら
に各 λ, λ′ ∈ Λ および p ∈ P に対し Mλ(p)と Mλ′(p)は連続性により関係づけられた孤立不変集
合であることをいう.

今, 任意の λ ∈ Λにおいて N が fλの孤立近傍であると仮定する. N により Λ上連続する孤立
不変集合を

Sλ := Inv(N, fλ)

とおく. 各 Sλは Morse分解されていてその Morse分解が Λ上連続していると仮定し , 各 λ にお

ける P 上の map defined orderを <λ と書くことにする.
パラメータ空間 Λ上に少しずつパラメータをずらしていく写像 gεを導入しよう.

gε(λ) := λ + ελ(λ− 1)

とおく. ε ≥ 0 を小さくとり区間 Λ 上で gεが単調増加であるとする. この gεを用いて

Fε(x, λ) := (fλ(x), gε(λ))

と定義する. gεによりパラメータを 1から 0へずらしつつ, 同時にそのパラメータに対応する fλ

で X 上を動いていくものである. このとき F0(x, λ) = (fλ(x), λ) となるがこちらはパラメータを
ずらさないことに注意.
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命題 5.3. εを十分小さくとると, N × Λ̄ は Fεに対し孤立近傍である.

証明. 背理法を用いる. 命題を否定すると, ある数列 εn → 0がとれ任意の nに対し N × Λ̄が Fεn

の孤立近傍でないとできる. このとき, 定義より ∂(N × Λ̄) ∩ Inv(N × Λ̄, Fεn) 6= ∅ である. よっ
て各 nに対し完全軌道 σn : Z → N × Λ̄, σn(0) ∈ ∂(N × Λ̄)を選ぶことができる. Fεn

の形から,
Inv(N × Λ̄, Fεn) ⊂ N × [0, 1]であることは明らかなので, 結局 σn(0) ∈ ∂N × [0, 1]であることがわ
かる. ∂N × [0, 1]はコンパクトなので, σn(0)の収束部分列をとり, 番号を取り直して σn(0)が収束
するとし z0 = (x0, λ0) := limn→∞ σn(0) とおく. とり方より x0 ∈ ∂N である. これから示すのは,
z0 ∈ Inv(N × [0, 1], F0|X×[0,1])となることである. これが言えたとすると, F0によってパラメータ

方向は動かないので x0 ∈ ∂N ∩ Inv(N, fλ0)がわかり, Nが任意の λで孤立近傍であることに矛盾

する. 命題 2.1を用いると, これを示すには任意の m ≥ 0に対し z0 ∈ Invm(N × [0, 1], F0|X×[0,1])
が言えればよい. そこで σn(−1)から収束部分列をとりその収束先を z−1とする. 以下同様に部分
列を取る作業を続け z−m, . . . , z0, . . . , zm に対し σn(k) → zk とする. 明らかに zk たちはすべて

N × [0, 1]に入っている. このとき dを X × Λ上の距離関数とすると, 三角不等式により任意の n

および k = −m, . . . , m− 1に対して

d(F0(zk), zk+1) ≤ d(F0(zk), F0(σn(k))) + d(F0(σn(k)), zk+1)

≤ d(F0(zk), F0(σn(k))) + d(F0(σn(k)), Fεn(σn(k))) + d(Fεn(σn(k)), zk+1).

が成立するが,

F0(zk) = F0( lim
n→∞

σn(k)) = lim
n→∞

F0(σn(k)),

zk+1 = lim
n→∞

σn(k + 1) = lim
n→∞

Fεn(σn(k)).

により N を大きくとると先の不等式の右辺の第一項, 第三項は任意に小さくできる. また, X × Λ
上で Fεn は F0に一様収束するので第二項も任意に小さくとれる. よって d(F0(zk), zk+1) = 0であ
り, F0(zk) = zk+1となるので求める z0 ∈ Invm(N × [0, 1], F0)は示された.

以後, ε はこの補題をみたすよう十分小さくとってあることにする. この補題により存在する孤
立不変集合を

Ŝε := Inv(N, Fε)

とおく. こんどはこの Ŝε のMorse分解を S0, S1のMorse分解から作ることを試みよう. A ⊂ X

に対し Aλ := A× {λ} ⊂ X × Λとおく.

補題 5.4. Aが f0の孤立不変集合ならば A0は Fε の孤立不変集合である. 同様に, Aが f1の孤立

不変集合ならば A1は Fε の孤立不変集合である.

証明. Inv(K, f0) = Aとなる孤立近傍Kをとる. γ > 0を十分小さくとりK ′ := K×[−γ, γ] ⊂ X×Λ
とおく. (x, λ) ∈ K ′とすると, λ 6= 0ならば (x, λ)のFεによる完全軌道でK ′にとどまるものはない.
また, (x, 0) ∈ Inv(K ′, Fε)とすると λ = 0上では Fεは f0と一致するので (x, 0) ∈ Inv(K, f0)×{0} ⊂
intK × {0} ⊂ intK ′ が成立し , よって Inv(K ′, Fε) ⊂ intK ′ なので K ′ は孤立近傍である. λ = 0
上で Fεが f0 と一致することから, Inv(K ′, Fε) = Inv(K, f0)× {0} = A× {0} = Aλ であることも

わかる. A1についても同様.

今考えている状況では Sλ 上に連続する Morse分解が与えられているが, この中の S0 と S1 の

Morse分解を足し合わせると, Ŝεの FεでのMorse分解になることがわかる. 実際には, より強く
S0, S1 上に任意のMorse分解を与えたこき, 次が成り立つ.
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補題 5.5. {M0(p) | p ∈ (P, <0)}が S0のMorse分解, {M1(r) | q ∈ (Q, <1)}が S1のMorse分解
をなすとする. このとき {M(p) | p ∈ (P, <0)} ∪ {M(r) | r ∈ (Q, <1)} は Ŝεの Fεでの Morse分
解になる. 実際, P ∪Q上に

p ¿ q 任意の p ∈ P, q ∈ Qで
p ¿ p′ p, p′ ∈ P, p <0 p′のとき

q ¿ q′ q, q′ ∈ Q, q <1 q′のとき

と定義すると, Morse分解の仮定をみたす半順序である.

証明. 上のように定義した¿が P ∪Q上の半順序であることは明らか. 補題 5.4により各M0(p),
M1(q)は孤立不変集合であり, また互いに交わらないことも明らか. よって, Ŝε 内の任意の完全軌

道 σの αおよび ω極限集合がこれらのMorse成分に順序¿に沿って入ることを見ればよい. 軌道
σのうち一点でも S0に入っているとすると, Fεの定義より σ全体が S0に入ってなくてはならない.
よって, {M0(p) | p ∈ (P, <0)}が S0のMorse分解であることから σの極限集合は p <0 p′があって

ω(σ(0)) ⊂ M0(p), α(σ) ⊂ M0(p′) となっているが, ¿の定義より p ¿ p′でもあるのでこの場合は

Morse分解の条件を満たしている. 軌道 σが S1に入っている時も同様. 従って σ(k) = (x(k), λ(k))
と書いた時に 0 < λ(k) < 1 (k ∈ Z)となる場合を考えればよい. この時明らかに ω(σ(k)) ⊂ S0,
α(σ) ⊂ S1となるが, ある p ∈ P があって ω(x, λ) ⊂ M0(p)となること, およびある q ∈ Qがあっ
て α(σ) ⊂ M1(q)が成立することを示せば, ¿の定義より p ¿ q なので Morse分解の条件は成立
する. どちらも同じなので α(σ)について示すことにする.
まず,ある qがあって α(σ)∩M1(q) 6= ∅である. なぜなら α(σ)は Fε不変集合なので, f1不変でも

ある. よって α(σ)の点の f1での極限集合も α(σ)に含まれることになり, Morse分解の定義よりそ
れらはいずれかのMorse成分に含まれるからである. この qを固定し , α(σ) ⊂ M1(q)となることを
これから示す. 背理法を用いる. α(σ) *M1(q)とすると α(σ)は他のMorse成分か connecting orbit
と交わるが, connecting orbitと交わる場合もその connecting orbitでM1(q)と結ばれるMorse成分
が α(σ)と交わることになる. よって α(σ)∩M1(q′) 6= ∅としよう. 一般性を失なうことなく, q ≮1 q′

とする. I := {r ∈ Q | r ≤1 q}とおくと Iは吸引的区間であり q′ /∈ Iである. (I,Q\I) ∈ I2(Q, <1)
なので, 命題 3.3より (M1(I),M1(Q \ I))が S1 のアトラクター・リペラー分解を与えている. こ
のとき任意の ε > 0に対し , M1(q) ⊂ M1(I)から M1(q′) ⊂ M1(Q \ I) への f1による ε擬軌道が

存在することを示そう. まず, F0が N × [0, 1]上一様連続なので, ある δがあって d(x, x′) ≤ δなら

ば d(F0(x), F0(x′)) < ε/3とできる. 次に, λ′ ≤ λならば d(f1(x), fλ(x)) < ε/3が任意の x ∈ N で

成立するような λ′をとる. Fεの定義よりあるK ′があって k ≤ K ′ ならば λ′ ≤ λ(k)となる. また,
α(σ)は S1に収束するのである K ′′があって k ≤ K ′′ならば d(σ(k), S1) < min(ε/3, δ)とできる.
K = min(K ′,K ′′)とおこう. α極限集合の定義より k ≤ K がとれて d(σ(k), M1(q)) < min(ε/3, δ)
とできる. 同様に, k′ < kがとれて d(σ(k′),M1(q′)) < min(ε/3, δ) とできる. K の定義により, 各
σ(i), k′ ≤ i ≤ k の min(ε/3, δ)近傍に S1の点があるので, それを xi とする. S1 上では F0 = f1

なので,

d(f1(xi), xi+1) ≤ d(f1(xi), Fε(σ(i))) + d(Fε(σ(i)), xi+1)

≤ d(f1(xi), f1(σ(i))) + d(F0(σ(i)), Fε(σ(i))) + d(σ(i + 1), xi+1)

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

となる. S1上の二点の距離は N ×Λ 上で見ても N 上で見ても同じなので, アトラクターに含まれ
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るM1(q)から, リペラーのM1(q′) への f1による ε擬軌道が得られた. 今, εは任意なのでこれは

命題 3.1に反し矛盾.

以上により ŜεのMorse分解が得られたが, これから我々はこのMorse分解が ε → 0としたとき
にどのように変化するかを考えてみよう. もちろん ε = 0においては Ŝεに対して構成したような

Morse分解は存在しないが, ε → 0の極限に関する情報から ε = 0での様子がある程度わかるので
はないかと期待される.
具体的には Fεでの connecting orbitが ε → 0 のときにどのように振る舞うかを調べてみよう.

εn → 0をとり, 任意の nで C(M1(q),M0(p); Ŝεn) 6= ∅であると仮定しよう. C(M1(q),M0(p); Ŝεn)
に含まれる完全軌道を任意に選び, cn と書く. このとき c̄n := cl(cn) ∈ F(N × [0, 1]) であり,
F(N × [0, 1])が Hausdorff距離でコンパクトなので {c̄n}は収束部分列を持つ. 番号をつけ直して
{c̄n}が収束するとし , c̄ := limn→∞ c̄n とおく.
このとき各 λにおいて c̄λ = c̄ ∩ Nλ が fλ 不変であることがわかる. すなわち次の補題が成立
する.

補題 5.6. c̄ は, F0 不変である.

証明. c̄, c̄nがコンパクトであることからこれらの F および Fεnによる像もまたコンパクトであり,
よって閉集合なのでこれらの間の Hausdorff距離を測ることができる. 三角不等式を用いると,

d(F0(c̄), c̄) ≤ d(F0(c̄), F0(c̄n)) + d(F0(c̄n), c̄)

≤ d(F0(c̄), F0(c̄n)) + d(F0(c̄n), Fεn(c̄n)) + d(Fεn(c̄n), c̄)

が任意の nで成立する. c̄nは Fεn 不変な cnの閉包であるからこれも Fεn 不変であり, 右辺第三項
は d(c̄n, c̄)である. n → ∞のとき c̄n → c̄であることより, 第三項, および第一項は nを大きくと

ると任意に小さくできる. 同様に N × [0, 1]上で一様に Fεn → F0であることより第二項も任意に

小さくできる. よって d(F (c̄), c̄) = 0, 従って F (c̄) = c̄である.

ここで c̄がどのような形の集合であるかを考えてみる.

補題 5.7. πΛ(c̄) = [0, 1] である.

証明. パラメータ空間への射影 πΛを, πΛ : F(N × [0, 1]) 3 A 7→ πΛ(A) ∈ [0, 1]と見る. この写像は
Hausdorff距離で連続である. なぜなら,直積空間への距離の入れ方により任意のA,B ∈ F(N×[0, 1])
に対し ρ(πΛ(A), πΛ(B)) ≤ ρ(A,B)となるから. よって,

πΛ(c̄) = πΛ( lim
n→∞

c̄n) = lim
n→∞

πΛ(c̄n)

となるので, limn→∞ πΛ(c̄n) = [0, 1] を示せばよい. 任意の nで h(πΛ(c̄n), [0, 1]) = 0は明らか. ま
た, n を大きくすると gεn は一様に恒等写像に近くできる. よって ε > 0に対し n を十分大きくと

ることで, 0 < gεn(λ) − λ < εが任意の λ ∈ [0, 1]で成立するようにできる. このとき πΛ(c̄n)の ε

近傍は [0, 1] である. よって,

ρ([0, 1], πΛ(c̄n)) = h([0, 1], πΛ(c̄n)) ≤ ε

となるが, 今 εは任意だったので limn→∞ πΛ(c̄n) = [0, 1]である.

補題 5.8. 任意の 0 ≤ λ ≤ 1に対し, c̄λ := c̄ ∩Nλは空でなく, コンパクトかつ F0 不変である.
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証明. 補題 5.7により, c̄λ 6= ∅が任意の 0 ≤ λ ≤ 1に対して成立する. また c̄λ = Nλ ∩ c̄ であるが,
c̄ は補題 5.6により F0 不変であり, また F0の定義より Nλも F0 不変である. よって c̄λ は F0 不

変集合の交わりなので F0不変である. 同様に c̄および Nλがコンパクトであることから c̄λはコン

パクトである.

こんどは c̄λの内部の構造を見てみることにする.

Iλ := {p ∈ P | c̄λ ∩Mλ(p) 6= ∅}

とおく. 実はこの Iλ が (P, <λ) の全順序部分集合であることがわかる. これからそれを見てい
こう.

補題 5.9. 点列 (xn, λn)が (x, λ) ∈ Mλ(p) に収束するとする. このとき, 数列 kn ≥ 0 があって
(yn, µn) := F kn

εn
(xn, λn) → (y, λ) ∈ Mλ(p′) ならば, map defined order <λ で p′ ≤λ pである. た

だし F kn
εn

:= (Fεn
)kn である.

証明. p′ �λ pと仮定して矛盾を導く. I := {q ∈ P | q ≤λ p}とおく. すると I は吸引的区間であ

り, p′ /∈ Iである. このとき (Mλ(I),Mλ(P \ I))が Sλのアトラクター・リペラー分解を与えてい

る. これから示すのは, 補題 5.8のときと同様に任意の ε > 0に対し Mλ(p)から Mλ(p′)への Sλ

内の ε擬軌道が存在することである. これが言えれば命題 3.1より矛盾である.
まず最初に, 任意の ε > 0に対しあるKがあって n ≥ Kならば軌道

{(xn, λn), Fεn(xn, λn), . . . , F kn
εn

(xn, λn)}

が全て Sλの ε/3近傍に入るようにできることを言う. これを否定すると, ある ε > 0があって, 任
意の nに対しある 0 ≤ ln ≤ knがとれ d(F ln

εn
(xn, λn), Sλ) ≥ ε/3となる. (zn, νn) := F ln

εn
(xn, λn)と

おくことにしよう. gεn の単調性より µn ≤ νn ≤ λnなので, µn → λおよび λn → λから νn → λ

がわかる. また補題 5.1を用いると (zn, νn) → c̄がわかり, 結局 (zn, νn) → c̄λとなる. ところが,
補題 5.8より c̄λは fλのコンパクト不変集合なので Sλに含まれ, 従って (zn, νn) → Sλであるが,
任意の nに対し d(F ln

εn
(xn, λn), Sλ) ≥ ε/3 であることに矛盾する.

以上より存在の示された Kを 1つ取ることにしよう. さらに, 必要ならば Kを大きく取り直し

て n ≥ K ならば任意の (w, ξ) ∈ N × [0, 1]に対し d(F0(w, ξ), Fεn(w, ξ)) < ε
3 となるようにする.

ここで

d((xn, λn),Mλ(p)) <
ε

3
, d((yn, µn),Mλ(q)) <

ε

3

となるような n ≥ K を取ってくる. F i
εn

(xn, λn) の ε/3 近傍内の Sλ の点 si を選ぶと, 点列
{s−1, s0, s1, s2, . . . , skn が Mλ(p)から Mλ(p′)への Sλ 内の ε 擬軌道となることが補題 5.9と同
様の不等式によって示される.

補題 5.10. 任意の λ ∈ [0, 1]に対し (Iλ, >λ)は全順序集合である.

証明. λ = 0, 1の場合はそれぞれ 1つの元からなるので自明. よって λ ∈ (0, 1)と仮定する. p, p′ ∈ Iλ

とする. (x, λ) ∈ Mλ(p) ∩ c̄λ, (y, µ) ∈ Mλ(p′) ∩ c̄λ とおく. 補題 5.1より, 点列 (xn, λn) ∈ c̄n,
(yn, µn) ∈ c̄nがあって (xn, λn) → (x, λ), (yn, µn) → (y, µ)である. cn の集積点はすべて S0 も

しくは S1 に入っていることと λ ∈ (0, 1) であることから, 十分大きい N をとれば n ≥ N なら

(xn, λn), (yn, µn) ∈ cnとできる. cnは一本の完全軌道なので, 任意の nに対し kn ≥ 0があって
(xn, λn) = F kn

εn
(yn, µn)または F kn

εn
(xn, λn) = (yn, µn)のどちらかが成立している. 部分列 niを適
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当にとってどちらか一方が全ての niで成立するとしよう. ここで補題 5.9を用いると,どちらの場
合でも p ≥λ p′ かまたは p′ ≥λ pが成立する. よって (Iλ, >λ)は全順序集合である.

次に c̄λの内部構造が λとともにどのように変化していくのかを記述することを試みる. p ∈ P
に対し

Ap := {λ ∈ [0, 1] | c̄λ ⊂ Mλ(p)}, Bp := {λ ∈ [0, 1] | c̄λ ∩Mλ(p) 6= ∅}

とおく. 定義より Ap ⊂ Bpである.

補題 5.11. 任意の p ∈ Pに対し, Apは [0, 1]の開集合であり Bp はコンパクトである.

証明. 定義より

Bp = πΛ

(
c̄ ∩

⋃

λ∈[0,1]

Mλ(p)
)

であることがわかるが, c̄ ∩⋃
λ∈[0,1] Mλ(p) は F0|N×[0,1]に対する孤立不変集合なのでコンパクト

であり, その連続写像による像なので Bpはコンパクトである. 次に

Ap = [0, 1] \ (
⋃

p′ 6=p

Bp′)

となることを示そう. これが言えれば, Bp′がコンパクト, 従って閉集合であることから Apは [0, 1]
の開集合であることがわかる.

λ ∈ Ap ならば, c̄λ は他の Mλ(p′) とは交わらないので Ap ∩
⋃

p′ 6=p Bp′ = ∅である. よって,
λ ⊂ [0, 1] \ (

⋃
p′ 6=p Bp′). 逆に λ ∈ Λ \ (

⋃
p′ 6=p Bp′)とする. このとき c̄λ ∩

⋃
p′ 6=p Mλ(p′) = ∅ とな

る. よって c̄λ が Morse成分の間の connecting orbit とは交わらないことを言えば, Morse分解の
定義より c̄λ ⊂ Mλ(p), すなわち λ ∈ Apがわかる. ところが, 補題 5.8より c̄λはコンパクト F0 不

変集合なので, c̄λの点の fλによる ωおよび α極限集合もまた c̄λ に含まれることになる. 従って
c̄λ が connecting orbitと交わると, その極限集合である 2つのMorse成分と c̄λが交わることにな

り, c̄λ ∩
⋃

p′ 6=p Mλ(p′) = ∅ に矛盾する. よって λ ∈ Ap.

次が c̄の構造に関する最後の補題となる.

補題 5.12. λ ∈ (0, 1)とする. p = inf Iλ, p′ = sup Iλ とおくと,ある ε > 0があって (λ−ε, λ) ⊂ Ap

および (λ, λ + ε) ⊂ Ap′が成り立つ.

証明. まず Apに関する命題を否定すると,単調増加列λm → λであって,各mに対しある rm ∈ P\p
があり λm ∈ Brmとなるものがとれる. Pは有限集合なので適当に部分列を取ることにより λm ∈ Bq

としてよい. 補題 5.11により Bqはコンパクトなので λ ∈ Bqである. (x, λ) ∈ Mλ(p)∩ c̄λ, および
各mに対し (ym, λm) ∈ Mλm(p)∩ c̄λmを選ぼう. すると補題 5.1により点列 (xi, µi), (ym

i , νm
i ) ∈ c̄i

がとれて,

lim
i→∞

(xi, µi) = (x, λ), lim
i→∞

(ym
i , νm

i ) = (ym, λm)

が成立する. iの部分列 imを (1) im+1 > im, (2) d((ym
im

, νm
im

),Mλ(q)) < 1
m , (3) νm

im
< µim , とな

るようにとる. limi→∞(ym
i , νm

i ) ∈ Mλm(q) および λm < λよりこのような部分列は確かにとれる.
こんどは mを動かしてみると,

(ym
im

, νm
im

) ∈
⋃

λ∈[0,1]

Mλ(q)
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であり, 右辺はコンパクトなので収束部分列を持つ. 番号を付け直して (ym
im

, νm
im

) → (y, ν)とす
ると, limm→∞ λm = λより ν = λなので, 結局 (y, ν) ∈ Mλ(q)がわかる. 今 λ ∈ (0, 1)なので
(xim , µim), (ym

im
, νm

im
) ⊂ cim としてよい. cim は軌道なので νm

im
< µim に注意すると, ある km ≥ 0

により F km
εim

(xim
, µim

) = (ym
im

, νm
im

)となる. このとき補題 5.9により q ≤λ pとなるが, 今 q 6= p な

ので q <λ p が得られた. 補題 5.1を用いると (y, ν) = limm→∞(ym
im

, νm
im

) ∈ c̄λがわかり, よって
q ∈ Iλであるがこれは p = inf Iλに反するので矛盾である. Ap′ についても同様の議論をして, 得
られた εの小さい方を取ることにより補題は証明される.

今まで準備してきた補題たちを用いると, 次の定理を導くことができる.

定理 5.13. 任意の nでC(M1(q),M0(p); Ŝεn
) 6= ∅であるならば,ある 1 > λ1 > λ2 > · · · > λk > 0

および {q = r1, r2, . . . , rk+1 = p} ⊂ P が存在し, 各 λiでのmap defined orderにおいて ri+1 <i ri

が成立する.

証明. まず,

K := [0, 1] \
⋃

p∈P
Ap

とおくと補題 5.11より Kは閉集合であり, 従ってコンパクトである. また, 補題 5.12により任意
の λ ∈ [0, 1]に対してある εがとれて (λ− ε, λ) ∩K = ∅ および (λ, λ + ε) ∩K = ∅が成立し , よっ
て K の [0, 1]からの相対位相は離散位相である. 従って離散なコンパクト集合であることから K

は有限集合である. 0 ∈ Ap,1 ∈ Aq なので K ⊂ (0, 1)となる. そこで K の元を大きい順に λiと

する. また, Apたちが交わらない開集合であることより, K によって分割された各開区間では, 1
つの Apの中に含まれる. このことから, (λi, λi−1) ⊂ Ari となるように riを選んでおく (ただし ,
λ0 = 1). 補題 5.12により sup Iλi = ri, inf Iλi = ri+1となるので, Iλの定義より ri+1 <i ri であ

る. (λ1, 1) ⊂ Ar1であるが, 1 ∈ Aqであり, Ap たちが交わらない開集合であることから Aq = Ar1 ,
よって q = r1である. p = rk+1も同様.

5.2 Singular Transition Matrix Pair

ここでは摂動に関して不安定な connecting orbitの存在を代数的に見い出す道具である transition
matrixについて議論する. 基本となるのは定理 5.13であり, connection を見つける部分を §4で構
成した connection matrix によって行なうことになる.
考える状況は 5.1 節と同じである. また εは十分小さくとってあるとする. 補題 5.5により

Ŝε の Morse 分解M(P q P,¿) が存在するが, 添え字の区別をつけるため M(p1) := M1(p),
M(p0) := M0(p)とおいて P q P = {p0 ∈ P | p ∈ P} q {p1 ∈ P | p ∈ P}と思うことにする.
このMorse分解に対し定理 4.18により connection matrix pair (∆ε, aε) ∈ CM(M(P q P,¿))

が存在する. これらは写像として

∆ε, aε :
⊕

p∈P
CH∗(M(p0))

⊕

p∈P
CH∗(M(p1)) →

⊕

p∈P
CH∗(M(p0))

⊕

p∈P
CH∗(M(p1))

であるが, 半順序¿の定義により p0 ¿ q1 が任意の p, q ∈ P で成り立つので, ∆ε, aε が下三角行

列であることを考えると

∆ε =

(
∆0 0
Tε ∆1

)
, aε =

(
a0 0
Aε a1

)
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という形をしている. ここで本来なら ∆i, aiにも添字 εを付けるべきであるが記号が繁雑になるの

で省略する.
定理 5.13を使うために我々が欲しい connecting orbit は S1 から S0への軌道なので,

Tε, Aε :
⊕

p∈P
CH∗(M(p0)) →

⊕

p∈P
CH∗(M(p1))

という成分に注目することになる. §4および 5.1での議論を思い出すと, 次のように定義するのは
自然であろう.

定義 5.14. (T, A)が singular transition matrix pair であるとは, ある εn → 0がとれて, 任意の n

で T = Tεかつ A = Aεとできることをいう. singular transition matrix pairの集合を T0,1と書く.

注意 5.15. コホモロジーConley指数の係数体を有限体にとり,さらに各Morse成分の Conley指数
が有限型になる場合には, 可能な Tε, Aε は有限通りしかない. よって,この定義から直ちに T0,1 6= ∅
であることがわかる. このことから以下の例においては係数体 Fを適当な有限体とする.

今までに示した定理を総合すると次が導かれる. T = (Tq1p0)とおき, また I ∈ I(P q P,¿) に
対しコチェイン写像 a(I)が H∆(M)上に導く写像を a∗(I)と書くことにする.

定理 5.16. (T, A) ∈ T0,1 とする. (p0, q1) ∈ I2(P q P,¿)のとき, Tq1p0 6= 0もしくは a∗(p0) ⊕
a∗(q1) � a∗(p0 ∪ q1) のどちらかが成立したならば, 数列 1 > λ1 > λ2 > · · ·λk > 0 および
{q = r1, r2, . . . , rk+1 = p} ⊂ P が存在し, 各 λiでの map defined orderにおいて ri+1 <i riが成

立する.

証明. 定義よりある数列 εn → 0があって, T = Tεn かつ A = Aεn である. ひとつ nをとめて考え

る. いま, Ŝεn のMorse分解M(P q P,¿)に対し (T,A)はその connection matrix の成分になっ
ている. 区間 q1 ∪ p0に対応する孤立不変集合をM(q1p0)と書く. M(q1p0)のアトラクター・リペ
ラー分解 (M(p0), M(q1))に対し定理 4.1により長完全列

· · · δ∗−−−−→ Conk(M(q1)) −−−−→ Conk(M(q1p0)) −−−−→ Conk(M(p0))
δ∗−−−−→ · · ·

がある. このとき
((

0 0
Tq1p0 0

)
,

(
Ap0p0 0
Aq1p0 Aq1q1

))

がこのアトラクター・リペラー分解に対する connection matrix pairになっていて, 定義 4.10およ
び定義 4.16によると

δ∗ ∼= Tq1p0 , χ∗(M(q1)) ∼= a∗(q1),

χ∗(M(p0)) ∼= a∗(p0), χ∗(M(q1 ∪ p0)) ∼= a∗(q1 ∪ p0).

が成り立つ. よって Tq1p0 6= 0ならば δ∗ 6= 0が, a∗(p0)⊕a∗(q1) � a∗(p0∪q1)ならば χ∗(M(q1p0)) �
χ∗(M(q1))⊕ χ∗(M(p0))が結論される. 系 4.3により C(M(q1),M(p0); Ŝεn) 6= ∅であり, これが任
意の nで成立するので 定理 5.13により示すべき結論が得られる.

この定理により, transition matrix pair (T,A)がわかれば Morse成分間の connecting orbitに
ついて知ることができるが, これだけでは transition matrix pairをどのようにして求めればよい
かはわからない. そこで,

∆ε =

(
∆0 0
Tε ∆1

)
, aε =

(
a0 0
Aε a1

)
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という表現に立ち返ってみよう. ここで connection matrix pairを区間 I に制限すると M(I)の
Morse分解の connection matrix pairが得られることから (∆0, a0)と (∆1, a1)がそれぞれ S0, S1

のMorse分解の connection matrix pairになるのではないかと期待される. ところが, これらの定
義されている空間は X × ΛにおけるM(p0)やM(p1)のコホモロジー Conley指数であり, M0(p)
やM1(p) のコホモロジー Conley指数ではないのでそのままでは同一視はできない. しかし次の命
題が成立する.

命題 5.17. S0のMorse分解M(P, <0)に対する connection matrix pair (∆̃0, ã0) ∈ CM(M(P, <0

)), および S1 のMorse分解M(P, <1)に対する connection matrix pair (∆̃1, ã1) ∈ CM(M(P, <1

))がとれて, (∆0, a0)は (∆̃0, ã0)と次数 0の自己準同型付き次数加群組み紐同型 θ0により, (∆1, a1)
は (∆̃1, ã1) と次数 −1の自己準同型付き次数加群組み紐同型 θ1により, それぞれ共役である. す
なわち次の図が可換である.

⊕
p∈P

CH∗(M(pi), Fε)
∆i (or ai)−−−−−−→ ⊕

p∈P
CH∗(M(pi), Fε)

θi

y θi

y
⊕
p∈P

CH∗(Mi(p), fi)
∆̃i (or ãi)−−−−−−→ ⊕

p∈P
CH∗(Mi(p), fi).

この定理の証明のために補題を準備する.

補題 5.18. H, H̄を自己準同型付き次数加群組み紐, Ψ = {φ∗ : H(I) → H ′(I) | I ∈ I} を自己準
同型付き次数加群組み紐の同型とする. このとき (∆, A)が Hの connection matrix pairならば,

∆̃pq := φ∗(p) ◦∆pq ◦ φ∗(q)−1
, ãpq := φ∗(p) ◦ apq ◦ φ∗(q)−1

とおくと (∆̃, ã)は H̃の connection matrix pair である.

証明. 仮定より H ∼= H∆ ∼= H̄である. 示すべきことは, H̄ ∼= H̄∆̃ なので, H∆ ∼= H̄∆̃ を言えばよ
い. 任意の I ∈ Iに対し , (∆̃, ã)の定義から

⊕
p∈I

H(p)
∆(I) (or a(I))−−−−−−−−−→ ⊕

p∈I

H(p)

⊕φ∗(p)

y ⊕φ∗(p)

y
⊕
p∈I

H̃(p)
∆̃(I) (or ã(I))−−−−−−−−−→ ⊕

p∈I

H̃(p)

が可換になる. このことから, 任意の (I, J) ∈ I2 に対し C∆ から C′∆̃へ,

0 −−−−→ ⊕
p∈J

H(p) −−−−→ ⊕
p∈IJ

H(p) −−−−→ ⊕
p∈I

H(p) −−−−→ 0

⊕φ∗(p)

y ⊕φ∗(p)

y ⊕φ∗(p)

y
0 −−−−→ ⊕

p∈J

H̃(p) −−−−→ ⊕
p∈IJ

H̃(p) −−−−→ ⊕
p∈I

H̃(p) −−−−→ 0

というEnd(δV)での可換図式がある (ただし簡単のため, ((
⊕

p∈I H(p), ∆(I)), a(I))等を単に
⊕

p∈I H(p)
等で表している). よってH∆から H̄∆̃への ⊕φ∗より導かれる準同型がある. これを Ψ̃ = {φ̃∗(I)| I ∈
I}とする. コチェインでの同型に対しホモロジーを取っているので,関手性より Ψ̃は同型となる.
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定理 5.17の証明. まず, i = 0について示そう. S0 の Morse分解 M(P, <0) の 安定な filtration
N (P, <0) = {N(I) | I ∈ A}をとろう. これから作られる自己準同型付き次数加群組み紐 H(M̃0)
と書くことにする. このとき, コンパクト集合の族

{N̂(I) := N(I)× [−ε, ε] | I ∈ A}

が S0の Fε : X ×Λ → X ×Λにおける filtrationになっている. なぜなら filtration の定義 3.4に
おける (2), (3)を満たすことは自明. あとは (N̂(I), N̂(∅))が M0(I)の filtration pairになること
を見ればよいが, これは安定な filtration を取ったことから十分小さい εを取れば成り立つ. この
{N̂(I) | I ∈ A}から作られる自己準同型付き次数加群組み紐を H(M0)と書く. 補題 5.18により,
H(M0)から H(M̃0) への 自己準同型付き次数加群組み紐の同型 {θ∗0(I) | I ∈ I}が取れることを
言えば題意は示される. 任意の (I, J) ∈ I2をとろう.

QI := {p ∈ P \ I | ∃q ∈ I, p < q}

とおくと, すべて包含写像よりなる図式

(N(QII), N(QI)) −−−−→ (N(QIJIJ), N(QIJ)) −−−−→ (N(QIJIJ), N(QIJI))
y

y
y

(N̂(QII), N̂(QI)) −−−−→ (N̂(QIJIJ), N̂(QIJ)) −−−−→ (N̂(QIJIJ), N̂(QIJI))

が可換である. ここで縦方向の包含写像はホモトピー同値写像なので, この図式コホモロジーを取
ると, 求める同型写像 {θ∗0(I) | I ∈ I}が包含写像より導かれる.
次に i = 1 の場合を考える. i = 0 の場合と同様, N (P, <1, S1, f1) = {N(I) | I ∈ A} を

M(P, <1, S1, f1) の安定な filtration とし , そこから導かれる自己準同型付き次数加群組み紐を
H(M1)とする. このとき,

N̂(I) :=
(
N(I)× [1− ε, 1 + ε]

) ∪ (
N(P)× ([1− ε, 1− ε′] ∪ [1 + ε′, 1 + ε])

)

とおくと, 適当な 0 < ε′ < εに対し {N̂(I) | I ∈ A}がM(P,¿, S0, Fε)の filtrationとなること
が示せる. Ĥ(M1)で {N̂(I) | I ∈ A}から導かれる自己準同型付き次数加群組み紐を表わす. 今
I ∈ Iに対し (K, L) := (N(QII), N(QI)), (K̂, L̂) := (N̂(QII), N̂(QI))とおき,

K− :=
{
K × [1− ε, 1 + ε′)

} ∪ {
N(P)× ([1− ε, 1− ε′]

}
,

K+ :=
{
K × (1− ε′, 1 + ε]

} ∪ {
N(P)× ([1 + ε′, 1 + ε]

}
,

L− :=
{
L× [1− ε, 1 + ε′)

} ∪ {
N(P)× ([1− ε, 1− ε′]

}
,

L+ :=
{
L× (1− ε′, 1 + ε]

} ∪ {
N(P)× ([1 + ε′, 1 + ε]

}

と定義する. 簡単のため,

K ′ := K ∪ f1(L), L′ := L ∪ f1(L),

K̂ ′ := K̂ ∪ Fε(L̂), L̂′ := L̂ ∪ Fε(L̂),

K ′
± := K± ∪ Fε(K±), L′± := L± ∪ Fε(L±)

と書くとこにする. K ′
±の定義は K ′や K̂ ′と異ることに注意. ここで Meyer-Vietoris sequenceの
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変種を用いる. まず次の可換図式に注目する.

0 // C](K̂, L̂) // C](K−, L−)⊕ C](K+, L+) // C](K+ ∩K−, L+ ∩ L−) // 0

0 // C](K̂ ′, L̂′) //

F ]
ε

OO

j]

²²

C](K ′
−, L′−)⊕ C](K ′

+, L′+) //

F ]
ε⊕F ]

ε

OO

i]⊕i]

²²

C](K ′
+ ∩K ′

−, L′+ ∩ L′−) //

F ]
ε

OO

i]

²²

0

0 // C](K̂, L̂) // C](K−, L−)⊕ C](K+, L+) // C](K+ ∩K−, L+ ∩ L−) // 0.

ここで iおよび jは包含写像である. K± の中で K±をホモトピーで L±に変形できることより,
H∗(K±, L±) = 0がわかる. さらに Aut(GV)の対象として (H∗(K ′

+ ∩K ′
−, L′+ ∩L′−, F ∗ε ◦ (i∗)−1) ∼=

(H∗(K, L), f∗1 ◦ (i∗)−1) となることもわかり, これらから次の長完全列が可換であることが示せる.

· · · −−−−→ 0 −−−−→ Hk(K, L) δk

−−−−→ Hk+1(K̂, L̂) −−−−→ 0 −−−−→ · · ·
f∗1 ◦(i∗)−1

y F∗ε ◦(j∗)−1

y

· · · −−−−→ 0 −−−−→ Hk(K, L) δk

−−−−→ Hk+1(K̂, L̂) −−−−→ 0 −−−−→ · · · .

よって lim−→が H∗と交換することから, θ(I) : CH∗(M1(I), Fε) → CH∗(M1(I), f1) という同型写
像が得られた. あとはこうして構成した {θ(I) | I ∈ I}が自己準同型付き次数加群組み紐としての
同型射であることを言えばよい. (I, J) ∈ I2をとると,

(N(QII), N(QI))
ι→ (N(QIJIJ), N(QIJ ))

ρ→ (N(QIJIJ), N(QIJI)),

(N̂(QII), N̂(QI))
ι̂→ (N̂(QIJIJ), N̂(QIJ ))

ρ̂→ (N̂(QIJIJ), N̂(QIJI))

という包含写像たちがあるが, ここで θ(I) ◦ ι∗ = ι̂∗ ◦ θ(IJ), θ(IJ) ◦ ρ∗ = ρ̂∗ ◦ θ(I)となることが示
せる. よって,

· · · δk−1

−−−−→ Conk(M(J)) −−−−→ Conk(M(IJ)) −−−−→ Conk(M(I)) δk

−−−−→ · · ·
θk(J)

y θk(IJ)

y θk(I)

y

· · · δk−1

−−−−→ Conk(M̂(J)) −−−−→ Conk(M̂(IJ)) −−−−→ Conk(M̂(I)) δk

−−−−→ · · ·
となり,自己準同型付き次数加群組み紐としての同型であることが示された. 最後に θ1(I) := θ(I)−1

とおくと, これが定理の主張する写像となる.

注意 5.19. ∆i と ∆̃i が共役であるということはベクトル空間の基底を取りかえていると考えられ

るので, 各Morse成分のコホモロジー Conley指数が 1次元ならば, 適当に基底を取ることで行列
として ∆i と ∆̃iが本当に等しいと思える.

具体的な計算において役に立つ補題をいくつか挙げよう.

補題 5.20. (T, A) ∈ T0,1とすると, Ta0 + ∆1A = A∆0 + a1T .

証明. connection matrix pair の定義より
(

∆0 0
T ∆1

)
◦

(
a0 0
A a1

)
=

(
a0 0
A a1

)
◦

(
∆0 0
T ∆1

)

なので, この左下成分をくらべることにより示される.
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補題 5.21. (A, R)が孤立不変集合 S のアトラクター・リペラー分解であるとする. このとき,
Con∗(S) = 0ならば 定理 4.1における δ : Con∗(A) → Con∗(R)は同型である.

証明. 定理 4.1において Con∗(S) = 0を代入すれば完全性より成り立つ.

補題 5.22. ある孤立近傍 K ⊂ N によって, Inv(K, fλ) = Mλ(p) が任意の λ ∈ Λで成立し, しか
も任意の λ において K ∩ fλ(N \K) = ∅ であるならば, T の (p1, p0)成分は同型である.

証明. 補題 5.3により K × Λ̄は孤立近傍であるとしてよい. Gt(x, λ) := (ftλ, gε(λ))というG0 =
f0 × gε から G1 = Fε へのホモトピーを考える. この変形過程で K × Λ̄が孤立近傍であり続け
るので, 命題 2.13より Con∗(Inv(K × Λ̄, Fε)) = Con∗(Inv(K × Λ̄, f0 × gε))となる. 定数 γ > 0
に対し , g′(λ) = λ − γ とおき, gε から to g′ へのホモトピーを考える. 再び命題 2.13により
Con∗(Inv(K × Λ̄, f0 × gε)) = Con∗(Inv(K × Λ̄, f0 × g′))がわかる. Inv(K × Λ̄, f0 × g′) = ∅なの
で, Con∗(Inv(K, f0 × g′)) = 0となり, 結局 Con∗(Inv(K, Fε)) = 0が結論される. 次に

Inv(K, Fε) = M(p0 ∪ p1) = M(p0) ∪M(p1) ∪ C(M(p1),M(p0); Ŝε).

となることを見よう. Fε の定義より Inv(K, Fε) ⊂ M(p0 ∪ p1)が従う. この補題の過程より
K × [0, 1]の外の点は K × [0, 1]に入らないので, C(M(p1),M(p0); Ŝεn) ⊂ Inv(K,Fε)となり, よっ
てM(p0 ∪ p1) ⊂ Inv(K, Fε)がわかる. 最後に補題 5.21を使うと, δ∗ ∼= Tp1p0が同型であることが

示される.

これらの命題により実際に transition matrix pair の成分が計算でき, ある λ ∈ (0, 1)において,
Mλ(p)からMλ(q)への connecting orbitが存在することが示せる 1パラメータ族の例をあげよう.

例 5.23. 図 6, 7で示される写像の 1パラメータ族 {fλ}を考える. 図の正方形を右から Np, Nq, Nr

とする.

f ( )1

f ( )1

f N( )1 r

N r

Nq

Nq

Np

Np

図 6: f1

fλは可逆ではないことに注意. i = 0, 1に対し , {Inv(Np, fi), Inv(Nq, fi), Inv(Nr, fi)}が Inv(Np∪
Nq ∪Nr, fi)のMorse分解となることが図よりわる. 実際, i = 1に対しては <1という r <1 pの

みからなる半順序, i = 0に対しては <0という r <0 p, r <0 qのふたつの関係からなる半順序を取

ることが出来る.
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0f ( ) Np

Nq

N r

0

図 7: f0

ここで, {Inv(Np, fλ), Inv(Nq, fλ), Inv(Nr, fλ)} というMorse分解が Λ上連続すると仮定する.
このときに主張は, ある λ ∈ (0, 1)があって, Inv(Np, fλ)から Inv(Nq, fλ)への connecting orbitが
あるというものである. これを示すために transition matrix pairを計算しよう. 以後 η = p, q, rに

対し Mλ(η) := Inv(Nη, fλ) と書く.
まず filtrationを見つける. λ = 1 においては図 8のようにとれる.

図 8: filtration for f1

N(p ∪ q ∪ r) = Np ∪Nq ∪Nr, N(p) = Np ∪N(∅),
N(p ∪ r) = N(p) ∪N(r), N(r) = 斜線部 ∪N(∅),
N(q ∪ r) = Nq ∪Nr ∪N(r), N(∅) =打点部.

また, λ = 0においては図 9のようにとれる.

図 9: filtration for f0
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N(p ∪ q ∪ r) = Np ∪Nq ∪Nr, N(r) =斜線部 ∪N(∅),
N(p ∪ r) = Np ∪N(r), N(∅) =打点部,

N(q ∪ r) = Nq ∪Nr ∪N(r)

i = 0, 1 の双方において, filtration より

Conk(Mi(p)) ∼= Conk(Mi(r)) ∼=




(F, 1), k = 1

(0, 0), k 6= 1
,

Conk(Mi(q)) ∼=




(F, 1), k = 2

(0, 0), k 6= 2

と計算できる. λ = 0, 1における connection matrix pairを (∆0, a0), (∆1, a1)とする. このとき,

∆0 = ∆1 =




0 0 0
1 0 0
0 0 0




である. なぜなら, ∆iが真に下三角で次数が +1であることから δrq : CH∗(Mi(r)) → CH∗(Mi(q))
以外の成分は 0となる. また filtrationから Con∗(Mi(q ∪ r)) = 0がわかり補題 5.21より δrqは同

型である. 次に

a0 =




1 0 0
0 1 0
1 0 1


 , a1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




である. (δpp, app) = (0, app)が M(p)のコホモロジー Conley指数を導くが, 今はコバウンダリ写
像が 0 なので appがそのまま a∗(p) ∼= χ∗(M(p)) = 1となることより対角線は 1である. 対角線の
すぐ下が 0なのは次数よりわかる. 左下の成分については, filtration より計算している.
さて, この 1パラメータ族の transition matrix を (T, A)としよう. 懸垂によって次数が 1つ上

がることに注意しながら, 次数の考察により 0となるところは省くと,

T =




tr1r0 0 tr1p0

0 tq1q0 0
tp1r0 0 tp1p0


 A =




0 ar1q0 0
0 0 0
0 ap1q0 0




となることがわかる. ここで補題 5.20を用いると, 左下成分を見ることにより tp1r0 + tp1p0 =
ap1q0 + tp1r0 となり, よって ap1q0 = tp1p0 . 補題 5.22より ap1q0 6= 0がわかる. 今 <1においては

q ≮1 pなので, (q0, p1) ∈ I2となる. connection matrix pair 全体を区間 (q0 ∪ p1)に制限すると,
((

0 0
0 0

)
,

(
1 0

ap1q0 1

))

となる. このとき, コバウンダリ写像が 0なので

a∗(p1 ∪ q0) =

(
1 0
1 1

)
�

(
1 0
0 1

)
= a∗(p1)⊕ a∗(q0)

となり, 定理 5.16よりある λ ∈ (0, 1)があって fλは Mλ(p)より Mλ(q)への connecting orbit を
持つことがわかる.

42



例 5.24. ここでは先の例 5.23の 3次元写像版 {gλ}を考える. 図 10の 3つの立方体を右から Np,
Nq, Nrとする.

N( )

N N

N( )

N( )1 p

q

r

r pN q

1

1g

g

g

図 10: g1

( )

( )

N( )

N

0 Np

q

r0

0

g

g

g

図 11: g0

Morse分解等の条件は例 5.23と同様. 簡単な考察により, 例 5.23での filtration に閉区間を直
積したものがこの場合の filtrationになり, コホモロジー群に導かれる写像も等しいことがわかる.
すなわち, 例 5.23と例 5.24は Conley指数で見る限り代数的に同じものとして扱えるということ
である. よって λ = 0, 1での connection matrix も例 5.23と同じものがとれ, 例 5.23と同じくあ
る λ ∈ (0, 1)があって fλはMλ(p)より Mλ(q)への connecting orbit を持つことがわかる.

6 Tangency と Conley 指数

この節では, 双曲型不動点の安定多様体と不安定多様体の接触 (tangency)の問題を議論する. 双
曲型不動点 pの安定多様体を W s(p) , 不安定多様体を Wu(p)と書く. W s(p)と Wu(q)が接触し
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ているとき, p 6= qならば heteroclinic接触, p = qならば homoclinic接触という. これらの接触
は, 可微分同相写像の摂動において自然に現われる分岐である. さらに Pujals-Sambarino [18]の
結果によれば, M が 2次元コンパクト多様体の場合には, 任意の f ∈ Diff1(M)は公理 Aをみたす

写像か, homoclinic接触を持つ写像で C1-近似できる. よって homoclinic接触を持つ写像の理解が
Diff1(M)全体の理解につながることになる.
このように双曲型不動点の安定多様体と不安定多様体の接触は重要な分岐でありよく研究されて

いるので, 可微分同相写像の 1パラメータ族において接触が起きていることがわかれば , その 1パ
ラメータ族の分岐を調べる上で多くの情報が得られると考えられる.

M を m次元 Cr 級多様体, f を M 上の Cs 級可微分同相写像とする. f : M → M の射影化

Pf : PM → PM を定義しよう. まず PM を

PM =
∐

x∈M

Px =
∐

x∈M

{V ⊂ TxM |dimR(V ) = 1}

と定義する. PM上に dfから導かれる写像を Pf : PM → PMとする. すなわち, Pf([v]) = [df(v)]
である. p : TM \M → PM , p′ : PM → M を射影とし , M を零切断の像と同一視すると,

TM \M
df |T M\M−−−−−−→ TM \M

p

y p

y
PM

Pf−−−−→ PM

p′
y p′

y
M

f−−−−→ M

が可換になっている. このとき次が簡単な考察により示される.

命題 6.1. PM は Cr−1 級ファイバー束, Pf は Cs−1 級微分同相写像である.

これにより PM が局所コンパクト距離空間, Pf がその上の連続写像となり Conley指数の議論
を用いることができる (PM が距離化可能であることは, r ≥ 2ならば PM 上にリーマン距離が存

在するので明らか. r = 1 の場合は, 局所コンパクトかつ Hausdorffで第 2可算公理を満たす空間
は距離化可能であることを用いる).

x ∈ M を f の双曲型不動点とし , TxM = Ẽs
x ⊕ Ẽu

x を対応する接空間の分解とする. このとき
Es

x := p(Ẽs
x \ {0}), Eu

x := p(Ẽu
x \ {0})とおこう. このとき次が成り立つ.

命題 6.2. Es
x, Eu

x は Pf の孤立不変集合である.

証明. L ⊂ M を {x}の f : M → M に関する孤立近傍で PU ∼= U ×RPm−1となるものとしよう.
Es

xとEu
xは交わらない PMのコンパクト集合なので, Uと U ′というそれぞれ Es

xとEu
x のコンパク

ト近傍で, 互いに交わらず p′(U), p′(U ′) ⊂ Lとなるものがとれる. このとき Inv(U,Pf) = Es
xおよ

び Inv(U ′, Pf) = Eu
x となることを示そう. z = (y, p(v)) ∈ U を適当に選ぶ. ここで 0 6= v ∈ TyM

である. もし y 6= xならば, z /∈ Inv(U,Pf)となるのは明らか. そこで y = xとし , v = (vs, vu), た
だし vs ∈ Ẽs

xかつ vu ∈ Ẽu
x とおこう. すると,

Pfn(z) = (fn(x), p(dfn(v))) = (x, p(dfn(vs) + dfn(vu))).

となる. もし z /∈ Es
xならば vu 6= 0なので, p(dfn(v)) は n → ∞で Eu

x に任意に近づく. 従って
Pfn(z)はある正の nで U から出ていく. このことから U は孤立近傍であり Inv(U,Pf) = Es

xと

なる. Eu
x についても同様.
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接触の発生と transition matrix pairを結びつけるのが次の命題である.

命題 6.3. p, qを f の双曲型不動点とし, dim Wu(p) + dimW s(q) ≤ n とする. このとき, あるコ
ンパクト集合 S ⊂ PM があって C(Eu

p , Es
q ; S) 6= ∅ならば, Wu(p)とW s(q)は横断的ではない.

証明. 任意の z ∈ C(Eu
p , Es

q ; S)をとる. z ∈ PxM とする. このとき, (Pf)n(z) ∈ Pfn(x)M なの

で, PM の位相の入れ方より ω(x) = q, α(x) = pとなるが, 今 xの軌道がコンパクト集合 S に

含まれているので limn→∞ fn(x) = q, limn→−∞ fn(x) = p となり, x ∈ Wu(p) ∩W s(q)である.
よってWu(p) ∩W s(q) 6= ∅なので, dim Wu(p) + dim W s(q) < nの時は Wu(p)とW s(q)が横断
的でないことは明らか. dim Wu(p) + dim W s(q) = nの場合に Wu(p)と W s(q)が横断的である
と仮定して矛盾を導こう. まず (Pf)n(z)は各 nに対し , fn(x)での Wu(p)の接ベクトルにより
表わされることがわかる. なぜなら, そうでないとすると (Pf)n(z)は Wu(p)と横断的なベクト
ルにより代表され, λ-補題より limn→−∞(Pf)n(z) = Es

p である. ところが, PM において Eu
p と

Es
p は交わらない閉集合なので, α(z) ⊂ Eu

p に矛盾する. よって zはWu(p)の接ベクトルの方向に
より代表されるが, 仮定よりこのベクトルは W s(q)に対し横断的である. 再び λ-補題を用いると,
limn→∞(Pf)n = Eu(q) となり, これは ω(z) ⊂ Es

q に矛盾する.

dim Wu(p) + dimW s(q) = nの時には次の命題が命題 6.3 の逆を与える.

命題 6.4. dim Wu(p)+dim W s(q) ≥ nかつWu(p)と W s(q)が横断的でないならC(Eu
p , Es

q ;PM) 6=
∅.

証明. 仮定より, ある x ∈ Wu(p)∩W s(q)があって Tx(Wu(p))⊕ Tx(W s(q)) 6= TxM である. もし
Tx(Wu(p)∩Tx(W s(q)) 6= ∅であるとすると, dim Wu(p) + dim W s(q) ≥ nより dim(Tx(Wu(p))⊕
Tx(W s(q))) = n となり矛盾. よって v ∈ Tx(Wu(p)) ∩ Tx(W s(q))をとり, z = [v] ∈ PxM とおく

と, limn→∞ Pfn(z) = Es
q , limn→−∞ Pfn(z) = Eu

p となり C(Eu
p , Es

q ; PM) 6= ∅である.

これらの命題により, M での安定多様体と不安定多様体の接触の問題が PM における connecting
orbit の存在問題と関係づけられ, §5における議論を用いることができる.
今, 可微分同相写像の 1パラメータ族 fλが与えられているとしよう. このとき, PM 上に同相写

像の 1パラメータ族 Pfλ := P (fλ) が導かれる. この PM 上の 1パラメータ族において, Λ上連
続する孤立不変集合 Sλ ∈ PM のMorse分解 {Mλ(p) | p ∈ (P, <λ)}があり, そのMorse成分のう
ちの 2つが双曲型不動点 p(λ), q(λ)によりMλ(p) = Eu

p(λ),Mλ(q) = Es
q(λ) と表わされているとす

る. ここで, Morse成分の名前 p, q ∈ P を, そのまま双曲型不動点の名前として流用していること
に注意.

定理 6.5. (T,A) ∈ T0,1 とする. (p0, q1) ∈ I2(PqP,¿)かつ任意の λ ∈ [0, 1]で (q, p) ∈ I2(P, <λ)
とする. このとき Tq1p0 6= 0か a∗(p0) ⊕ a∗(q1) � a∗(p0 ∪ q1) のどちらかが成立したならば, ある
λ ∈ (0, 1) があって, Wu(p(λ)) と W s(q(λ)) は横断的でない.

証明. 定理 5.16を用いると, ある λがあって C(Eu
p(λ), E

s
q(λ); Sλ) 6= ∅となり, 命題 6.3により結論

が導かれる.

これから, 実際にこの節の議論によって homoclinic及び heteroclinic接触が見つけられる例を挙
げよう. どちらもM が 2次元のときの例である. この場合 PxM は円周 S1と同相であり, PM は

3次元多様体である.
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図 12: fλ

例 6.6 (heteroclinic接触). 図 12で示される可微分同相写像の族 {fλ}を考える.

f0 は例 4.4 の broken horseshoe である. 任意の λ ∈ Λ で p = p(λ) := Inv(K, fλ) および
q = q(λ) := Inv(L, fλ)が双曲型の鞍点であるとしよう. すると, 図 13に従い Inv(Nu

p , Pfλ) = Eu
p ,

Inv(Ns
q , Pfλ) = Es

q , Inv(Nu
q , Pfλ) = Eu

q とおくと, PM でのMorse分解になる. Pf1および Pf0

E q
s s

qN

u
qN

u
pN

Ep
u

P Mq

図 13: Pfλでの孤立不変集合

によるN1の像を図 14に示す. 主張は, {Eu
p , Es

q , Es
q}というMorse分解が Λ上連続するならば, あ

る λ ∈ (0, 1)が存在して Wu(p(λ))と W s(q(λ))が横断的でない交わりを持つということ, すなわ
ち fλが heteroclinic接触を持つということである. このMorse分解が例 5.24でのMorse分解と位
相的に同じであることに注意すると, この主張は定理 6.5により従う.

例 6.7 (homoclinic接触). 図 15で示される可微分同相写像の族 {gλ}を考える.

pおよび qが任意の λ ∈ Λで双曲型の不動点であり, 特に qは強安定方向 Ẽss
q を持つとしよう.

このとき命題 6.2と同様にして Ess
q := p(Ẽss

q \ 0)が孤立不変集合であることがわかる. 例 6.6と
同様に Morse分解 {Eu

p , Es
p, Ess

q } を考える. 図 16に Inv(Nu
p , Pgλ) = Eu

p , Inv(Ns
p , Pgλ) = Es

p

と Inv(Nss
q , Pgλ) = Ess

q を示す. Nu
p の Pg0 および Pg1による像を図 17に示す. ここでの主張

は Morse分解 {Eu
p , Es

p, Ess
q }が Λ上連続するならば, ある λ ∈ (0, 1)が存在して pが非横断的な

homoclinic点を持つ, すなわち gλ が homoclinic接触を持つということである. この例でのMorse
分解もやはり例 5.24と位相的に同じなので, 主張は再び定理 6.5により従う.
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図 16: Pgλでの孤立近傍
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